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SYME´TRIES BIRATIONNELLES DES SURFACES
FEUILLETE´ES.
SERGE CANTAT ET CHARLES FAVRE
Abstract. We provide a classification of complex projective surfaces with
a holomorphic foliation whose group of birational symetries is infinite.
1. Introduction
Depuis quelques anne´es, l’e´tude des feuilletages holomorphes singuliers des sur-
faces complexes compactes a connu un essort remarquable, en particulier pour
les surfaces projectives [5], [26], [27]. Les travaux de M. Brunella, M. McQuillan
et L. G. Mende`s permettent ainsi de re´aliser une classification de type Enriques-
Kodaira pour les surfaces feuillete´es [7]. Paralle`lement, la dynamique des trans-
formations holomorphes ou me´romorphes des varie´te´s ka¨hle´riennes, notamment
des surfaces, s’est rapidement de´veloppe´e [23], [3], [14], [29], [22], [4], [12], [10].
Cet article se place a` la croise´e de ces deux the`mes. Son but, en effet, est de
classer les triplets (X,ϕ,F) forme´s d’une surface complexe compacte projective
X, d’une application birationnelle ϕ : X 	 d’ordre infini et d’un feuilletage holo-
morphe ϕ-invariant F , e´ventuellement singulier. Une application birationnelle
pre´serve un feuilletage lorsqu’elle envoie feuille sur feuille la` ou` elle est de´finie.
Nous noterons Bir(F) le groupe des transformations birationnelles laissant F
invariant et Aut(F) le sous-groupe forme´ des transformations biholomorphes.
Pour la majeure partie des feuilletages, Bir(F) co¨ıncide avec Aut(F) et est
un groupe fini ; le re´sultat principal de ce texte fournit la liste des feuilletages
qui violent ce “principe ge´ne´ral” (the´ore`mes 1.1 et 1.2). De manie`re analogue,
la plupart des applications bime´romorphes pre´servant un feuilletage pre´servent
en re´alite´ un pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques. Dans ce cas, leur
dynamique se rame`ne au cas unidimensionnel. Nous donnerons la liste des tran-
formations birationnelles dont la dynamique n’est pas triviale et qui pre´servent
un feuilletage holomorphe avec une feuille transcendante (voir corollaire 1.3).
Nous verrons par exemple que l’existence d’un tel feuilletage assure l’existence
d’un second feuilletage invariant : la dynamique de la transformation est alors
de type “pseudo-Anosov”.
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1.1. Les feuilletages et leurs syme´tries. Soient X une surface complexe
compacte et F un feuilletage holomorphe sur X, donne´ par une famille vi de
champs de vecteurs holomorphes a` ze´ros isole´s. Les champs vi sont de´finis sur
les ouverts Ui d’un recouvrement de X et sont soumis a` des relations de com-
patibilite´s
vi = gijvj, gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj),
assurant que les courbes inte´grales de vi et vj se recollent sur Ui ∩ Uj pour
former les feuilles de F . Le fibre´ en droites associe´ au cocycle {gij} ne de´pend
que de F : c’est le fibre´ cotangent de F . Il est note´ T ∗F et sera parfois de´nomme´
fibre´ canonique. A` ce fibre´ est associe´e une dimension de Kodaira kod(F) ∈
{−∞, 0, 1, 2} qui mesure son degre´ de positivite´ (voir [7]).
Lorsque kod(F) est e´gale a` 2, le feuilletage F est dit de type ge´ne´ral . C’est le
cas pour un feuilletage de P2 ge´ne´rique. Dans [28], J.-V. Pereira et P.-V. Sanchez
ont e´tendu le the´ore`me d’Andreotti [1] au cas feuillete´ en de´montrant que
Aut(F) est un groupe fini pour tout feuilletage de type ge´ne´ral.
M. Brunella a montre´ que les feuilletages pour lesquels Bir(F) contient stricte-
ment Aut(F) sont tous, a` une exception pre`s, des fibrations rationnelles ou des
feuilletages de Riccati, c’est-a`-dire qu’ils sont transverses aux fibres ge´ne´riques
d’une fibration rationnelle [6]. En supposant l’inclusion stricte Aut(F) ( Bir(F)
ve´rifie´e pour tout mode`le birationnel de F , nous montrons que le feuilletage est
en fait une fibration ou un feuilletage line´aire de P1 × P1 (the´ore`me 1.2). Il
est important de noter que, contrairement au cas des surfaces, cette hypothe`se
n’implique pas que la dimension de Kodaira (nume´rique) de F vaut −∞.
Pour chaque transformation birationnelle ϕ d’une surface complexe compacte,
nous noterons ϕ∗ l’application line´aire induite par ϕ sur le second groupe de co-
homologie de X et ‖ϕ∗‖ la norme de cette application vis-a`-vis d’une me´trique
arbitraire sur H2(X,R). La complexite´ de la dynamique de ϕ se mesure a` l’aide
du comportement asymptotique de la suite ‖(ϕ∗)n‖ : cette suite peut eˆtre borne´e,
croˆıtre line´airement, croˆıtre quadratiquement ou croˆıtre exponentiellement vite
[10], [12]. Nous parlerons de croissance des degre´s pour de´crire ce comporte-
ment. Les automorphismes avec une croissance des degre´s exponentielle sont
exactement ceux d’entropie topologique strictement positive. La croissance des
degre´s d’un e´le´ment ge´ne´rique du groupe des applications birationnelles de P2
est exponentielle ; c’est le cas, par exemple, des transformations de He´non. Dans
[6], M. Brunella a montre´ que les transformations de He´non ne pre´servent pas
de feuilletage holomorphe.
1.2. Exemples. Avant d’e´noncer pre´cise´ment nos re´sultats, il convient de pre´senter
les exemples principaux. Le premier d’entre eux est fourni par les feuilletages sta-
bles et instables d’un diffe´omorphisme holomorphe de type Anosov. Un the´ore`me
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d’E´. Ghys montre que ces diffe´omorphismes sont donne´s par des transformations
affines des tores [16].
Exemple 1.1. a.- Si T = C2/Λ est un tore complexe de dimension 2 de´fini
par le re´seau Λ ⊂ C2, toute application affine ϕ pre´servant Λ induit un au-
tomorphisme de T . Lorsque la partie line´aire de ϕ est d’ordre infini, elle peut
eˆtre hyperbolique, et ϕ induit alors un automorphisme Anosov pre´servant deux
feuilletages line´aires, ou unipotente, et, dans ce cas, ϕ pre´serve une fibration
elliptique. Les applications ϕ1(z, w) = (z + 2w, z + w) et ϕ2(z, w) = (z, z + w)
sur le produit C/Λ0 × C/Λ0 d’une courbe elliptique par elle-meˆme en sont les
exemples les plus simples.
b.- Parfois, le tore T posse`de un groupe fini d’automorphismes G normalise´
par ϕ. L’automorphisme ψ induit sur la de´singularise´e X du quotient T/G
pre´serve alors les projete´s des feuilletages stables et instables de ϕ (lorsque ϕ est
Anosov), ou une fibration elliptique. LorsqueG est re´duit a` l’involution σ(x, y) =
(−x,−y), X est une surface de Kummer. Par analogie, pour G quelconque, nous
dirons que T/G est une surface de Kummer ge´ne´ralise´e.
Exemple 1.2. Quelques applications bime´romorphes d’ordre infini pre´servent
des fibrations elliptiques ou rationnelles. C’est le cas des flots de champ de
vecteurs paralle`les a` de telles fibrations ou de l’automorphisme ϕ2 de´fini ci-
dessus. Enfin, si X est le produit de la droite projective P1 par une surface
de Riemann compacte B et si α : B → C est une application me´romorphe
non constante, la transformation ϕ(z, w) = (α(w) · z, w) est une transformation
birationnelle de X d’ordre infini qui pre´serve la fibration rationnelle X → B.
Exemple 1.3. Cet exemple est analogue a` l’exemple 1.1 mais conduit a` des
transformations bime´romorphes.
a.-Toute application rationnelle du type ϕ(z, w) = (zawb, zcwd) sur P1 ×
P1 sera appele´e transformation monomiale ; lorsque |ad − bc| = 1, c’est une
application birationnelle. Supposons que le rayon spectral de la matrice associe´e,
M :=
[
a b
c d
]
,
soit de module strictement plus grand que 1. L’application ϕ pre´serve alors les
deux feuilletages holomorphes de´finis par les 1-formes αw dz + βz dw ou` (α, β)
est un vecteur propre de tM. Le tore re´el {|z| = |w| = 1} est invariant par cette
transformation ; elle y induit un diffe´omorphisme Anosov.
b.- Le quotient de P1×P1 par l’involution τ(z, w) = (1/z, 1/w) est une surface
rationnelle posse´dant quatre points singuliers. Notons Y la surface obtenue apre`s
leur re´solution. Les applications monomiales de l’exemple pre´ce´dent commutent
a` τ et induisent donc des applications birationnelles de Y pre´servant les images
des deux feuilletages pre´serve´s par ϕ.
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1.3. Re´sultats principaux. Nous de´montrerons les deux the´ore`mes suivants :
The´ore`me 1.1. Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une surface pro-
jective X posse´dant un groupe de syme´tries holomorphes Aut(F) infini. Il existe
alors au moins un e´le´ment ϕ d’ordre infini dans Aut(F) et la situation est l’une
des trois suivantes :
1.- F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe ;
2.- F est une fibration elliptique ;
3.- la surface X est une surface de Kummer ge´ne´ralise´e, ϕ se rele`ve en un
automorphisme Anosov ψ du tore et F est la projection sur X du feuilletage
stable ou instable de ψ (exemples 1.1).
Notons que les deux derniers cas sont mutuellement exclusifs. Lorsque X n’est
pas un tore, les feuilletages apparaissant au cas (3.-) ne sont jamais pre´serve´s par
un champ de vecteurs. Nous de´crirons les feuilletages invariants par un champ de
vecteurs a` la proposition 3.8. Notons enfin qu’il existe des fibrations elliptiques
dont le groupe d’automorphismes est fini.
The´ore`me 1.2. Soit F un feuilletage tel que l’inclusion stricte Aut(F) ( Bir(F)
soit ve´rifie´e pour tout mode`le birationnel de F . Alors Bir(F) posse`de un e´le´ment
birationnel d’ordre infini ϕ et
1.- soit F est une fibration rationnelle ;
2.- soit la situation est birationnellement conjugue´e a` celle de l’exemple 1.3.
Re´ciproquement, toute fibration rationnelle posse`de une syme´trie birationnelle
d’ordre infini qui n’est pas birationnellement conjugue´e a` un automorphisme.
Nous renvoyons a` la section 7 pour quelques corollaires de cette classification ;
citons de`s a` pre´sent le
Corollaire 1.3. Soit ϕ : X 	 une application birationnelle d’une surface pro-
jective pre´servant un feuilletage holomorphe F . Si la croissance des degre´s de
ϕ est exponentielle, il existe un changement de variables birationnel, puis un
reveˆtement fini par un tore (resp. par P1 × P1), tel que ϕ se rele`ve en un auto-
morphisme Anosov du tore (resp. une application monomiale de P1 × P1) et le
feuilletage F en un feuilletage line´aire. En particulier, ϕ pre´serve automatique-
ment deux feuilletages.
1.4. Organisation du texte. La preuve du the´ore`me 1.1 se fait en plusieurs
e´tapes. Nous montrerons a` la proposition 3.9 que, si le groupe Aut(F) est infini,
il posse`de un e´le´ment ϕ d’ordre infini. Il s’agit alors d’e´tudier les feuilletages
invariants par un automorphisme ϕ d’ordre infini.
Lorsque la croissance des degre´s de ϕ est exponentielle, nous montrons que
la dimension de Kodaira de F est nulle (section 3.1). Les travaux re´cents de
M. McQuillan de´terminent la nature de ces feuilletages ; ils sont quotient d’un
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feuilletage induit par un champ de vecteurs, ce qui nous permet de conclure. Si
la croissance de ϕ est quadratique, il existe une fibration elliptique invariante
qui s’ave`re eˆtre le seul feuilletage ϕ-invariant (section 3.2). Enfin, si tous les
e´le´ments de Aut(F) ont une croissance des degre´s borne´e, nous montrons que
F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe.
Pour de´montrer le the´ore`me 1.2, nous nous appuierons sur les proprie´te´s du
feuilletage F sans utiliser directement les re´sultats de M. McQuillan. Suivant
[12], il existe deux classes d’applications birationnelles non conjugue´es a` des au-
tomorphismes : ou bien la croissance des degre´s est line´aire et la transformation
pre´serve une fibration rationnelle, ou bien la croissance des degre´s est exponen-
tielle (voir la section 2). Nous montrons tout d’abord que, si ϕ pre´serve une
fibration rationnelle, ϕ ne peut pre´server d’autre feuilletage (section 4). Lorsque
la croissance des degre´s est exponentielle, nous proposons une e´tude base´e sur
les arguments de [6]. Le feuilletage F doit en effet eˆtre de type Riccati pour
deux fibrations rationnelles transverses et nous en de´duisons que la situation est
conjugue´e a` celle de l’exemple 1.3 (section 5.5).
1.5. Plan de l’article. La section 2 contient les pre´liminaires ne´cessaires dans
la suite ; nous conseillons au lecteur de lire le passage concernant la classifica-
tion des applications birationnelles. Les trois sections suivantes de´montrent les
re´sultats principaux de ce texte. A` la section 6, nous de´crivons succinctement
deux autres approches permettant de de´montrer les points-clef du the´ore`me 1.2.
La section 7 regroupe les corollaires qui nous paraissent les plus frappants.
Nous avons de´libe´re´ment choisi de ne pas de´tailler la the´orie de la classifica-
tion des feuilletages holomorphes singuliers. Nous renvoyons a` l’excellent mono-
graphe de M. Brunella [7]. Cet article n’aurait certainement pas vu le jour sans
l’existence de ce tre`s bel ouvrage.
1.6. Remerciements. Cet article doit beaucoup aux discussions fructueuses
que nous avons eues avec M. Brunella, D. Cerveau, S. Lamy, L. G. Mendes,
J. V. Pereira et F. Touzet. Nous les remercions pour leurs conseils et leur ent-
housiasme.
2. Ge´ne´ralite´s sur les applications bime´romorphes et les
feuilletages
2.1. Applications bime´romorphes et stabilite´ alge´brique. Une applica-
tion bime´romorphe ϕ entre deux espaces analytiques complexes X et Y est
de´finie par son graphe Γ ⊂ X × Y , une sous-varie´te´ analytique de X × Y telle
que les deux projections π1 : Γ → X et π2 : Γ → Y soient des modifications
propres (voir [13]). Lorsque X et Y sont des varie´te´s projectives, ϕ est dite
birationnelle. Il sera souvent plus agre´able de conside´rer une de´singularisation
p : Γ̂→ Γ de Γ ; nous noterons alors p1 = π1 ◦ p, et p2 = π2 ◦ p.
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En dimension 2, toute modification propre est la composition d’un nombre fini
d’e´clatements de points (voir par exemple [24]). Toute application bime´romorphe
ϕ se factorise donc sous la forme d’une composition finie d’e´clatements suivie
d’une suite finie de contractions de courbes exceptionnelles. En particulier,
l’ensemble critique de ϕ est une union de courbes rationnelles, e´ventuellement
singulie`res. Par de´finition, l’ensemble des points deX qui sont e´clate´s est l’ensemble
des points d’inde´termination : ce sont les points qui sont envoye´s par ϕ sur des
courbes.
De´crivons rapidement les principaux re´sultats de [10] et [12] concernant la
dynamique des applications bime´romorphes qui seront utilise´s dans la suite.
Fixons ϕ : X 	, une application bime´romorphe d’une surface complexe com-
pacte ka¨hle´rienne. L’application ϕ induit une action naturelle ϕ∗ : H1,1(X) 	
de´finie par composition ϕ∗ := p1∗ ◦ p∗2. D’apre`s les travaux de M. Gromov
(voir [21]), le rayon spectral de cette transformation line´aire majore l’entropie
topologique de ϕ. Il est donc naturel d’e´tudier le comportement asymptotique
de la suite {‖(ϕn)∗‖}n≥0 (pour une norme ‖.‖ quelconque) ; celui-ci ne change
pas si l’on conjugue ϕ a` l’aide d’un changement de variables birationnel (voir
[12]) et de´termine donc un invariant birationnel important de ϕ.
La notion centrale permettant d’e´tudier cette suite a e´te´ introduite dans [14].
De´finition 2.1. Une application (bi)-me´romorphe ϕ : X 	 est dite alge´brique-
ment stable (AS en abre´ge´) si l’une des conditions e´quivalentes suivantes est
satisfaite :
a. Pour toute courbe V , il ne peut exister d’entier n ≥ 0 tel que ϕn(V ) soit
inclus dans l’ensemble d’inde´termination de ϕ.
b. Pour tout entier n ≥ 0, les deux transformations line´aires (ϕn)∗ et (ϕ∗)n
de H1,1(X) co¨ıncident.
Lorsque ϕ est alge´briquement stable, l’e´tude de la suite {‖(ϕn)∗‖}n≥0 se rame`ne
donc a` l’e´tude du spectre de l’application line´aire ϕ∗ (point b. de la de´finition).
Rendre une application alge´briquement stable c’est, en quelque sorte, re´duire
les singularite´s qui apparaissent quand ϕ est ite`re´e. En ce sens, la stabilite´
alge´brique est analogue a` la notion de singularite´ re´duite pour les feuilletages.
Nous pouvons donc conside´rer le the´ore`me suivant comme l’analogue du the´ore`me
de Seidenberg que nous pre´senterons au paragraphe 2.3.
The´ore`me 2.1 ([12]). Si ϕ : X 	 est une transformation bime´romorphe d’une
surface complexe compacte, il existe un morphisme bime´romorphe π : Y → X
tel que le releve´ π−1 ◦ϕ ◦ π soit une transformation alge´briquement stable de Y.
2.2. Classification suivant la croissance des degre´s. Il est possible de
classer les transformations bime´romorphes suivant la croissance des degre´s, i.e.
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suivant le comportement asymptotique de ‖(ϕ∗)n‖. Pour pre´senter cette clas-
sification, nous supposerons dans toute la suite de la discussion que ϕ est
alge´briquement stable.
Supposons tout d’abord que ϕ est un automorphisme ; ϕ∗ pre´serve alors la
forme d’intersection sur H1,1(X). Puisque X est ka¨hle´rienne, celle-ci est non-
de´ge´ne´re´e et posse`de une et une seule valeur propre positive (c’est le the´ore`me
de l’indice de Hodge). Si le spectre de ϕ∗ n’est pas inclus dans le disque unite´ de
C, il existe alors une unique valeur propre λ de module strictement plus grand
que 1 : c’est une valeur propre re´elle simple.
Dans le cas ge´ne´ral, une application bime´romorphe ne pre´serve pas la forme
d’intersection mais la dilate (voir [12]). Ceci permet d’obtenir des re´sultats ana-
logues ; en particulier, la suite ‖(ϕ∗)n‖ ne peut se comporter que de quatre
fac¸ons distinctes qui, suivant les cas, conduisent a` la liste exhaustive suivante
(pour les automorphismes voir [20] et [10]):
1.– Lorsque ‖(ϕn)∗‖ = O(1), il existe un entier n strictement positif tel que
ϕn est le flot au temps 1 d’un champs de vecteur (e´ventuellement trivial).
Tout automorphisme d’une surface rationnelle minimale, ou d’une surface
de type ge´ne´ral est de ce type.
2.– Si ‖(ϕn)∗‖ ∼ Cste · n, l’application ϕ est birationnellement conjugue´e a`
une application pre´servant une fibration rationnelle. En outre, ϕ n’est pas
birationnellement conjugue´e a` un automorphisme. L’application (z, w) →
(z, zw) dans P1 × P1 est un exemple de ce type.
3.– Lorsque ‖(ϕn)∗‖ ∼ Cste·n2, l’application ϕ est birationnellement conjugue´e
a` un automorphisme pre´servant une unique fibration elliptique. L’exemple
le plus simple est donne´ par (z, w) → (z, z + w) dans le produit de deux
courbes elliptiques identiques X = C/Λ× C/Λ.
4.– Si ‖(ϕn)∗‖ ∼ λn avec λ > 1, le spectre de ϕ∗ contient une unique valeur
propre hors du disque unite´, a` savoir λ, et celle-ci est simple. Il existe en
outre un vecteur propre θ+ ∈ H1,1(X,R) qui est nume´riquement effectif,
ce qui signifie qu’il appartient a` l’adhe´rence des classes engendre´es par les
formes de Ka¨hler.
4.a.– Lorque θ+ · θ+ = 0, l’application ϕ est birationnellement conjugue´e a` un
automorphisme. Dans ce cas, X est une surface rationnelle, un tore, une
surface K3 ou une surface de Enriques. L’exemple le plus simple est fourni
par les automorphismes line´aires Anosov sur les tores.
4.b.– Lorsque θ+ · θ+ > 0, l’application ϕ n’est pas birationnellement conjugue´e
a` un automorphisme. Dans ce cas, la surface X est rationnelle. Les trans-
formations de He´non appartiennent a` cette dernie`re classe.
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Concluons cette section par le lemme suivant qui sera utilise´ a` plusieurs
reprises.
Lemme 2.2. Si ϕ pre´serve deux fibrations distinctes, l’action en cohomologie
ve´rifie (ϕn)∗ = Id pour un entier n ≥ 1.
2.3. Quelques rappels sur les singularite´s des feuilletages. Nous rap-
pelons dans ce paragraphe les principaux re´sultats sur les singularite´s des feuil-
letages qui nous seront utiles pour la suite. L’exposition est, de ce fait, taille´e sur
mesure pour nos besoins. Nous renvoyons a` [7] pour un texte pre´cis et de´taille´
sur ce sujet.
Soit F un feuilletage holomorphe donne´ au voisinage d’un point p par une
1-forme holomorphe ω. En coordonne´es locales, nous noterons
ω = a(x, y)dx+ b(x, y)dy
et p sera identifie´ a` l’origine de C2 et nous pouvons toujours supposer que les
courbes a−1(0) et b−1(0) ne posse`dent aucune composante commune. Le point
p est une singularite´ du feuilletage lorsque a(0) = b(0) = 0.
Si l’origine est e´clate´e, le feuilletage se rele`ve en un nouveau feuilletage. Ce
dernier peut alors pre´senter de nombreuses singularite´s le long du diviseur ex-
ceptionnel, mais celles-ci sont “plus simples” que la singularite´ initiale. Pour
pre´ciser cela, il convient d’introduire quelques de´finitions.
Une se´paratrice de F en un point p est un germe de courbe analytique pas-
sant par p et tangent a` F , ce qui signifie que la forme ω de´finissant F est
identiquement nulle le long du germe. Par de´finition, un feuilletage pre´sente une
singularite´ dicritique en un point p s’il existe une infinite´ de se´paratices passant
par p. Lorsqu’une feuille de F contient une se´paratrice, on dit e´galement que
cette feuille est une se´paratrice.
Le point p est une singularite´ non-de´ge´ne´re´e de F si la partie line´aire de ω
posse`de deux valeurs propres non nulles dont le rapport n’est pas un nombre
rationnel positif ; autrement dit, apre`s changement de variables line´aire,
ω = xdy + λydx+O(2), (2.1)
avec λ dans C\Q+. Le feuilletage posse`de exactement deux se´paratrices passant
en p, chacune d’entre elles e´tant tangente a` l’un des axes de coordonne´es.
Lorsque la partie line´aire de ω posse`de une et une seule valeur propre non
nulle, l’origine est une singularite´ de type selle-noeud. Dans ce cas, il existe un
changement de coordonne´es holomorphes tel que
ω = [x(1 + νyk) + yF (x, y)]dy − yk+1dx (2.2)
ou` ν est un nombre complexe et F est une fonction holomorphe qui s’annule
a` l’ordre k en p (forme normale de Dulac). Le feuilletage F posse`de toujours
une se´paratrice tangente a` l’axe {y = 0}, appele´e se´paratrice forte. Il existe une
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se´paratrice formelle tangente a` {x = 0}, dite se´paratrice faible, mais en ge´ne´ral
celle-ci n’est pas convergente.
Par de´finition, une singularite´ est re´duite si elle est non-de´ge´ne´re´e ou de type
selle-noeud. Une singularite´ dicritique n’est donc pas re´duite. Un feuilletage est
re´duit si toutes ses singularite´s le sont.
The´ore`me 2.3 (Seidenberg). Soit F un feuilletage holomorphe de dimension 1
sur une surface complexe compacte X. Il existe alors un morphisme birationnel
π : Y → X tel que π∗F soit un feuilletage re´duit de Y.
Lorsqu’on e´clate une singularite´ re´duite, il y a deux singularite´s le long du di-
viseur exceptionnel situe´es au niveau des transforme´es strictes des se´paratrices.
Un calcul direct montre que ces deux singularite´s sont re´duites (voir aussi
le paragraphe 4.1). De meˆme, si l’on e´clate un point lisse de F , il apparaˆıt
une unique singularite´ le long du diviseur exceptionnel et celle-ci est re´duite.
Lorsqu’on effectue des e´clatements, un feuilletage re´duit reste donc re´duit. Le
the´ore`me de Seidenberg peut donc eˆtre relu de la manie`re suivante : si l’on e´clate
toutes les singularite´s d’un feuilletage et que l’on ite`re ce proce´de´, on obtient un
feuilletage re´duit au bout d’un nombre fini d’e´tapes.
Nous aurons aussi besoin du the´ore`me de Camacho-Sad. Nous ne l’e´nonc¸ons
que dans le cadre particulier ou` F ne posse`de que des singularite´s re´duites.
Supposons donc que F posse`de une singularite´ re´duite en p, et conside´rons C
une se´paratrice (ne´cessairement lisse) de F en p. L’indice de Camacho-Sad, note´
CS(C,F , p), peut eˆtre de´fini comme suit.
– Lorsque p est une singularite´ non-de´ge´ne´re´e, donne´e par la forme ω de
la formule 2.1, CS(C,F , 0) = −1/λ si C est tangente a` l’axe des y et
CS(C,F , 0) = −λ si C est tangente a` l’axe des x.
– Lorsque p est de type selle-noeud, donne´ par la forme ω de l’e´quation 2.2,
CS(C,F , 0) = 0 si C est la se´paratrice forte, et CS(C,F , 0) = ν sinon.
Notons que, lorsqu’un e´clatement de centre p est re´alise´, l’indice de Camacho-
Sad des transforme´es strictes des se´paratrices de p chute d’une unite´ au point
d’intersection avec le diviseur exceptionnel.
The´ore`me 2.4 (Camacho-Sad). Soit F un feuilletage holomorphe et C une
courbe compacte lisse invariante par F . Si les singularite´s de F le long de C
sont re´duites, alors
[C]2 =
∑
Sing(F)
CS(C,F , p) .
Nous avons vu au paragraphe 1.1 comment associer a` F son fibre´ cotangent
T ∗F . Le dual TF est le fibre´ tangent du feuilletage. Lorsque V est une courbe
compacte, il est possible de calculer l’intersection [TF ] · [V ] a` l’aide de formules
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d’indices :
[TF ] · [V ] = χ(V )− Z(F , V ) si V est F-invariante, (2.3)
[TF ] · [V ] = V 2 −Tang(F , V ) sinon. (2.4)
Le nombre χ(V ) de´signe la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de V . Le nombre
de points de tangence, compte´ avec multiplicite´, est note´ Tang(F , V ). C’est un
nombre entier positif.
De meˆme, Z(F , V ) est un entier qui est la somme des Z(F , V, p) ou` p parcourt
l’ensemble des singularite´s de F sur V ; lorsque p est non-de´ge´ne´re´ Z(F , V, p)
vaut 1, lorsque p est selle-noeud, Z(F , V, p) vaut 1 si V est la se´paratrice forte
et k sinon (voir l’e´quation (2.2)).
3. Le cas des automorphismes
Dans cette partie, nous montrons le the´ore`me 1.1. Dans les deux premiers para-
graphes, nous fixons un automorphisme d’ordre infini ϕ qui pre´serve un feuil-
letage F . Nous supposons d’abord que la croissance des degre´s de ϕ est expo-
nentielle, puis qu’elle est quadratique. Le dernier paragraphe traite le cas des
automorphismes isotopes a` l’identite´ et termine la preuve du the´ore`me 1.1.
3.1. Automorphismes dont l’entropie est positive. Le but de ce para-
graphe est de montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.1. Soit ϕ : X → X un automorphisme d’une surface complexe
projective dont la croissance des degre´s est exponentielle. Si ϕ pre´serve un feuil-
letage holomorphe F , il existe alors un tore T et un groupe fini G d’automor-
phismes de T tels que
(i) X est isomorphe a` la de´singularise´e de T/G, e´ventuellement e´clate´e ;
(ii) ϕ se rele`ve a` T en un automorphisme affine de type Anosov ;
(iii) le feuilletage F se rele`ve en le feuilletage line´aire stable (ou instable) de ce
diffe´omorphisme Anosov.
Remarque 3.1. Dire que la croissance des degre´s est exponentielle signifie que
le rayon spectral de la transformation line´aire ϕ∗ : H1,1(X) 	 est strictement
plus grand que 1. D’apre`s les travaux de M. Gromov et Y. Yomdin ([21], [31]),
cette proprie´te´ est e´quivalente a` la stricte positivite´ de l’entropie topologique de
ϕ. L’hypothe`se de projectivite´ n’est pas ne´cesaire. Elle sera seulement utilise´e
pour appliquer le the´ore`me de Miyaoka sur la positivite´ du fibre´ cotangent de F .
Corollaire 3.2. Soit ϕ : X → X un automorphisme d’une surface projective
dont l’entropie topologique est strictement positive. Si ϕ pre´serve un feuilletage
holomorphe, ϕ en pre´serve deux.
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Exemple 3.1. Soit T un tore complexe de dimension 2 admettant des auto-
morphismes line´aires de type Anosov (nous renvoyons a` [19] pour la classifica-
tion de ces tores). Chacun de ces automorphismes commute avec l’involution
σ(x, y) = (−x,−y) et passe donc au quotient sur T/〈σ〉. Apre`s re´solution
des singularite´s, nous obtenons ainsi une surface K3 munie d’automorphismes
d’entropie positive pre´servant chacun deux feuilletages holomorphes.
Exemple 3.2. Soit ξ une racine de l’unite´ d’ordre 3, 4 ou 6 et E la courbe
elliptique C/Z[ξ]. La repre´sentation line´aire standard de SL(2,Z[ξ]) sur C2 in-
duit un plongement naturel de SL(2,Z[ξ]) dans les automorphismes de la varie´te´
abe´lienne T = E × E. Tous les automorphismes ainsi obtenus commutent avec
l’homothe´tie h : T → T donne´e par h(x, y) = (ξx, ξy). La surface S obtenue en
de´singularisant le quotient T/〈h〉 est une surface rationnelle. Tous les automor-
phismes issus de SL(2,Z[ξ]) passent au quotient et, en dehors de ceux provenant
de matrices unipotentes, de´terminent des automorphismes de S pre´servant deux
feuilletages.
Le The´ore`me 3.1 implique le corollaire suivant, dont nous donnons une preuve
de´taille´e dans l’appendice A.
Corollaire 3.3. Soit ϕ : X → X un automorphisme d’entropie positive sur
une surface rationnelle. Si ϕ pre´serve un feuilletage holomorphe, la surface est
biholomorphe, apre`s un nombre fini de contractions ϕ-e´quivariantes, a` l’une des
surfaces de l’exemple 3.2.
Le reste de cette section est occupe´ par la preuve du The´ore`me 3.1. Avant de
conside´rer le cas ge´ne´ral, traitons tout d’abord le cas des feuilletages engendre´s
par un champ de vecteurs.
Proposition 3.4. Soit v un champ de vecteurs holomorphe sur une surface
complexe compacte, et F le feuilletage associe´. Si F est invariant par un auto-
morphisme d’entropie positive, alors X est un tore et v est donc line´aire.
De´monstration. Toutes les courbes exceptionnelles de premie`re espe`ce trace´es
surX ont une auto-intersection strictement ne´gative et sont donc invariantes par
v. S’il en existe une infinite´, un the´ore`me de Jouanolou montre que le feuilletage
induit par v est une fibration rationnelle pre´serve´e par ϕ (voir par exemple [18]).
Ceci contredit l’hypothe`se d’entropie positive. Il n’y a donc qu’un nombre fini
de courbes exceptionnelles ; elles sont permute´es par ϕ. Il s’ensuit que v, F et
ϕ descendent sur un mode`le minimal X ′ de X ; nous les noterons encore ϕ, v et
F . Puisque la croissance des degre´s est invariante par changement de variable
birationnel (section 2), l’automorphisme induit par ϕ sur X ′ reste d’entropie
positive.
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Parmi les surfaces minimales, seuls les tores, les surfaces K3 et les surfaces
d’Enriques posse`dent des automorphimes d’entropie positive (voir [9]). Les sur-
faces K3 et les surfaces d’Enriques ne posse`dent aucun champ de vecteurs. Nous
avons donc montre´ que X ′ est un tore, que ϕ est un diffe´omorphisme affine de
type Anosov et que F est line´aire. Puisque F est line´aire, v n’a pas de ze´ros et
ne se rele`ve a` aucun e´clatement de X ′. Ceci montre que X et X ′ co¨ıncident. La
proposition est de´montre´e.
Preuve du the´ore`me 3.1. Soit ϕ : X → X un automorphisme d’entropie posi-
tive pre´servant un feuilletage holomorphe F . Nous allons montrer que, quitte
a` relever ϕ et F sur un reveˆtement d’ordre fini de X, le feuilletage F est en-
gendre´ par un champ de vecteurs. La conclusion de´coulera alors de la propo-
sition pre´ce´dente. La preuve est une application directe de la classification des
feuilletages de dimension de Kodaira nulle. Nous en rappelons les ingre´dients
essentiels pour la commodite´ du lecteur.
Les singularite´s de F sont en nombre fini et sont permute´es par ϕ. Le the´ore`me
de Seidenberg permet donc de supposer que F est re´duit (section 2). Les courbes
exceptionnelles de premie`re espe`ce qui sont invariantes par F sont permute´es
par ϕ. Nous pouvons donc contracter celles qui ne cre´ent pas de singularite´s non-
re´duites par contraction : le feuilletage F devient relativement minimal dans la
terminologie de Brunella-McQuillan.
Comme F est ϕ-invariant et ϕ est un automorphisme,
ϕ∗T ∗F = T
∗
F , (3.1)
ce qui va nous permettre de de´crire les proprie´te´s nume´riques de T ∗F . Puisque
X est projective, le the´ore`me de Miyaoka s’applique : ou bien F est une fi-
bration rationnelle, ou bien T ∗F est pseudo-effectif, c’est-a`-dire que T
∗
F · C ≥ 0
pour tout diviseur ample C (voir [7]). Puisque l’entropie topologique de ϕ est
strictement positive, nous sommes dans ce dernier cas. D’apre`s [15], il existe une
de´composition de Zariski
c1(T
∗
F ) = [P ] + [N ], (3.2)
ou` P est un Q-diviseur nume´riquement effectif, N =
∑
i aiDi est un Q
+-
diviseur contractible, c’est-a`-dire que la matrice d’intersection (Di · Dj) est
de´finie ne´gative, et P ·Di = 0 pour tout i. Suivant [7], nous savons que
- chaque composante connexe du support de N est une chaˆıne de courbes
rationnelles s’intersectant transversalement,
- les coefficients ai sont strictement plus petits que 1.
Le diviseur N est uniquement de´termine´ par F , donc ϕ∗N = N , et par suite
ϕ∗[P ] = [P ] ; par conse´quent, [P ] est orthogonal a` Rθ+, l’unique direction dilate´e
par ϕ∗. Comme [P ]2 ≥ 0 et θ2+ ≥ 0, le the´ore`me de l’indice de Hodge montre
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que [P ] est proportionnel a` θ+ et donc que [P ] = 0. Dans la terminologie de
Brunella-McQuillan, nous avons montre´ que la dimension de Kodaira nume´rique
de F est nulle.
Comme X est une surface rationnelle, une surface de Enriques ou une surface
K3 (si X est un tore, il n’y a rien a` de´montrer), nous savons que le premier
nombre de Betti de X est nul. Le fibre´ T ∗⊗nF admet donc une section non nulle
si n de´signe le plus petit commun multiple des de´nominateurs des ai. Notons
E1 l’espace total du fibre´ T
∗
F et En celui de T
∗⊗n
F . Soient s : X → En la
section de T ∗⊗nF , pn : E1 → En le morphisme d’e´le´vation a` la puissance n et
Φ⊗n : En → En l’automorphisme induit par le releve´ Φ de ϕ a` E1 ; en choisissant
Φ convenablement nous pouvons supposer que Φ⊗n ◦ s = s ◦ ϕ.
Notons Y0 l’image re´ciproque de s(X) par pn et Y la de´singularisation mini-
male de Y0. Puisque Φ
⊗n ◦ s = s ◦ ϕ et pn ◦ Φ = Φ⊗n ◦ pn, l’automorphisme Φ
induit par restriction un automorphisme de Y0. Celui-ci se rele`ve canoniquement
en un automorphisme Φ̂ de Y [24].
Soit π : Y → X la compose´e du morphisme de de´singularisation Y → Y0 et de
la projection Y0 → X. L’image re´ciproque de F par π est un feuilletage holomor-
phe G dont le fibre´ canonique co¨ıncide avec π∗(T ∗F ) (voir [7]). Par construction,
ce fibre´ admet une section holomorphe non nulle ŝ.
A priori, le feuilletage induit sur Y n’est pas relativement minimal et l’on peut
contracter des courbes exceptionnelles de premie`re espe`ce tangentes a` G (donc
permute´es par Φ̂) apparues lors de la de´singularisation. Notons ǫ : Y → A le mor-
phisme birationnel correspondant a` cette se´rie de contractions. L’automorphisme
Φ̂ passe au quotient en un nouvel automorphisme pre´servant le feuilletage ǫ∗G ;
puisque le fibre´ canonique de ce feuilletage admet une section holomorphe, a`
savoir ǫ∗(ŝ), ce fibre´ est trivial car son diviseur des ze´ros est du type pre´ce´dent∑
aiDi avec ai < 1 ; le morphisme ǫ contracte donc le lieu des ze´ros de sˆ. Le
feuilletage ǫ∗G est donc induit par un champ de vecteurs global. La proposition
pre´ce´dente montre que A est un tore.
3.2. Automorphismes pre´servant une fibration elliptique. Dans ce para-
graphe, nous nous inte´ressons au cas des automorphismes qui ont une entropie
nulle et dont aucun ite´re´ n’est le flot d’un champ de vecteurs. Nous avons vu
a` la partie 2 que ceci est e´quivalent a` une croissance quadratique des degre´s :
‖ϕn∗‖ ∼ Cste · n2.
The´ore`me 3.5. Soit ϕ : X → X un automorphisme d’une surface complexe
compacte ka¨hle´rienne. Si ‖ϕn∗‖ ∼ C ·n2, alors ϕ pre´serve une fibration elliptique
et cette fibration est le seul feuilletage holomorphe de X invariant par ϕ.
D’apre`s le paragraphe 2.2, nous savons que ϕ pre´serve une unique fibration
elliptique π : X → B. Notons ϕ : B → B l’action induite par ϕ dans la base.
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Lorsque ϕ est d’ordre fini, ϕ agit par translation dans chaque fibre et la condition
de croissance ‖ϕn∗‖ ∼ Cste ·n2 force le parame`tre de translation a` de´pendre non-
trivialement de la base. L’automorphisme ϕ cre´e donc un “twist”, ce qui force
tout feuilletage ϕ-invariant a` eˆtre paralle`le aux fibres. Pour mettre en œuvre ces
ide´es heuristiques, nous e´tablirons la
Proposition 3.6. Soit ϕ un automorphisme d’une surface complexe compacte
ka¨hle´rienne X ve´rifiant ‖ϕn∗‖ ∼ Cste ·n2. Alors ϕ pre´serve une unique fibration
elliptique π : X → B et, si le mode`le minimal de X n’est pas un tore, l’action
de ϕ dans la base B est d’ordre fini.
De´monstration. Il s’agit de montrer la seconde assertion, celle relative a` l’action
de ϕ. Supposons donc que X n’est pas un tore et que ϕ est d’ordre infini.
Cette dernie`re hypothe`se impose a` B d’eˆtre elliptique ou rationnelle ; les valeurs
critiques de π e´tant permute´es par ϕ, il n’y en a pas si B est elliptique et il y
en a au plus 2 si B est rationnelle. Quitte a` remplacer ϕ par l’un de ses ite´re´s,
nous pouvons supposer que toutes les fibres multiples ou singulie`res sont fixes
par ϕ.
Commenc¸ons par le cas ou` B est elliptique. Puisqu’aucune fibre n’est sin-
gulie`re, l’invariant modulaire des fibres de π de´termine une fonction holomorphe
sur B ; il s’agit donc d’une constante et X est une fibration localement triviale.
Autrement dit, X est une suspension d’une courbe elliptique E au-dessus de B.
Puisque Aut(E) est virtuellement abe´lien, X est le quotient d’un tore par un
groupe fini de transformations sans point fixe. Si ce quotient n’est pas un tore,
X est une surface bi-elliptique et posse`de une seconde fibration invariante par
Aut(X) [9]. Ceci contredit la condition de croissance ‖ϕn∗‖ ∼ Cste · n2.
Supposons maintenant que B est isomorphe a` la droite projective P1. L’action
de ϕ dans la base est une translation ϕ(z) = z+1 ou une homothe´tie ϕ(z) = αz
d’ordre infini. Puisque l’invariant modulaire des fibres est une fonction me´romorphe
invariante sous l’action de ϕ, il doit eˆtre constant ; autrement dit, la fibration
elliptique est isotriviale. En effectuant un changement de base z 7→ zn pour
un entier n ≥ 2 convenable, les fibres singulie`res sont alors remplace´es par des
fibres non-multiples de type Ib, b ≥ 0 (terminologie de Kodaira [2]). Lorsque
b est strictement positif, l’invariant modulaire posse`de un poˆle d’ordre b et la
fibration ne peut eˆtre isotriviale. Le produit fibre´
Y = {(x, z) ∈ X × P1 |π(x) = zn}
obtenu par le changement de base est donc une fibration elliptique localement
triviale sur P1, donc triviale. Autrement dit, Y est isomorphe a` P1×E pour une
courbe elliptique E.
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Notons p : Y → X la projection induite par le changement de base z 7→ zn.
L’image par p d’une courbe rationnelle P1 × {m}, avec m ge´ne´rique, est une
courbe rationnelle lisse d’auto-intersection positive ou nulle. Donc, soit X est
rationnelle, soit X est re´gle´e a` base elliptique. Le second cas est exclu par le
Lemme 2.2, car ϕ pre´serverait une fibration rationnelle et une fibration ellip-
tique.
La surface X est donc rationnelle. Le Lemme 3.7 ci-dessous montre que la
fibration π posse`de au moins deux fibres singulie`res. Celles-ci sont pre´serve´es par
ϕ, donc ϕ(z) = αz pour α ∈ C∗. Nous pouvons alors relever ϕ par le changement
de base z 7→ zn (prendre ψ = βz avec βn = α) : ϕ se rele`ve e´galement en
un automorphisme ψ du produit Y ∼= P1 × E. Un tel automorphisme pre´serve
automatiquement la fibration rationnelle. La suite ‖ψn∗‖ est donc borne´e (lemme
2.2), ce qui est incompatible avec la croissance quadratique de la suite ‖ϕn∗‖.
La proposition est donc de´montre´e.
Lemme 3.7. Soit π : X → P1 une fibration elliptique sur une surface ra-
tionnelle. Alors π posse`de au moins deux fibres singulie`res.
De´monstration. La preuve s’appuie sur un calcul de caracte´ristique d’Euler.
Nous pouvons supposer qu’aucune fibre ne posse`de de courbes rationnelles de
premie`re espe`ce. Nous noterons [F ] la classe d’une fibre re´gulie`re. Si Xz est
une fibre singulie`re, rz de´signera le nombre de ses composantes irre´ductibles et
χ(Xz) de´signera sa caracte´ristique d’Euler.
A` partir de la table des fibres singulie`res de Kodaira (voir [2] p.150), il est
facile de ve´rifier l’ine´galite´ χ(Xz) ≤ rz+1. Comme les fibres lisses de la fibration
ont une caracte´ristique d’Euler nulle, nous obtenons
χ(X) =
∑
Xz singulie`re
χ(Xz) ≤
∑
Xz singulie`re
(rz + 1). (3.3)
Par ailleurs, chaque composante irre´ductible Di d’une fibre singulie`re engendre
une classe dans l’espace orthogonal [F ]⊥ de [F ] (pour la forme d’intersection). Si
Xz =
∑
Di, la seule relation line´aire liant les [Di] est donne´e par
∑
[Di] = [F ].
Ceci montre l’ine´galite´ ∑
(rz − 1) ≤ h1,1(X) − 1. (3.4)
Pour une surface rationnelle, nous savons en outre que
χ(X) = 2 + h1,1(X). (3.5)
Si N de´signe le nombre de fibres singulie`res, les deux estimations pre´ce´dentes
entrainent
N +
∑
rz ≥ 2 + h1,1(X) (3.6)
≥ 3−N +
∑
rz, (3.7)
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ce qui montre que N est supe´rieur ou e´gal a` 2.
De´duisons maintenant le The´ore`me 3.5 de la proposition pre´ce´dente.
De´monstration du the´ore`me 3.5. Soit ϕ : X → X un automorphisme ve´rifiant
la condition de croissance ‖ϕn∗‖ ∼ Cste · n2 et pre´servant un feuilletage F .
Lorsque X est un tore, ou un tore e´clate´, ϕ est une application affine, F est
line´aire et le the´ore`me se de´montre aise´ment. Lorsque X n’est pas un tore,
d’apre`s la proposition 3.6, il existe une fibration elliptique π : X → B et un
ite´re´ de ϕ, encore note´ ϕ dans la suite, qui pre´serve chaque fibre de π. Nous
noterons [F ] la classe de Chern de cette fibration.
Soit F un feuilletage ϕ-invariant ne co¨ıncidant pas avec la fibration. Le lieu
de tangence de F avec la fibration est un diviseur effectif ϕ-invariant (e´ventuel-
lement nul) que nous noterons T.
Si T posse`de une composante transverse aux fibres, chaque application ϕz :=
ϕ|pi−1{z} posse`de un point pe´riodique. Il s’ensuit que ϕn = Id pour un entier
n ≥ 1, ce qui est absurde. Donc F est transverse aux fibres ge´ne´riques de π.
En particulier, la fibration est isotriviale. Quitte a` faire un changement de base,
nous pouvons donc supposer que π est une fibration localement triviale sans
fibre singulie`re.
Soit ∆ ⊂ B un petit disque de la base. Il existe une fonction holomorphe t :
∆→ C, et un nombre τ ∈ C\R tels que π−1(∆) soit isomorphe a` ∆×(C/Z+τZ)
et tel que ϕ(z, w) = (z, w + t(z)). La diffe´rentielle de l’ite´re´ n-ie`me de ϕ est
donne´e par
dϕn(z, w) =
[
1 0
n dt
dz
1
]
. (3.8)
En particulier, lorsque dt/dz 6= 0, les images d’un vecteur tangent quelconque
par les ite´re´s dϕn convergent vers un vecteur tangent a` la fibration. Comme F
est distinct de la fibration, t(z) = c ∈ C est constant.
L’automorphisme ϕ peut alors eˆtre de´forme´ continuˆment en une famille d’au-
tomorphismes ϕε fixant chaque fibre, telle que le parame`tre de translation dans
les fibres soit donne´ par c + ε pour ε ∈ C arbitraire. Donc ϕ∗ = ϕ∗−c = Id ce
qui contredit la condition de croissance, et termine la preuve.
3.3. Automorphismes isotopes a` l’identite´. Les paragraphes pre´ce´dents
permettent de de´crire les feuilletages qui sont invariants par un automorphisme
dont aucun ite´re´ n’est isotope a` l’identite´. Nous allons maintenant traiter le cas
restant, celui des feuilletages invariants par un automorphisme d’ordre infini qui
co¨ıncide avec le flot au temps 1 d’un champ de vecteurs holomorphes.
Proposition 3.8. Soit F un feuilletage holomorphe singulier d’une surface pro-
jective X. Si F est pre´serve´ par le flot Φ : C×X → X d’un champ de vecteurs
holomorphes v, il s’agit d’une des cinq situations suivantes :
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(i) le champ v est tangent a` un fibre´ elliptique et F est un feuilletage tourbil-
lonne´ ou la fibration elle-meˆme ;
(ii) la varie´te´ X est un tore et v et F sont line´aires ;
(iii) le champ v est tangent a` une fibration rationnelle et F est un feuilletage
de Riccati a` monodromie abe´lienne, ou la fibration elle-meˆme ;
(iv) la surface X est une suspension de P1 au-dessus d’une courbe elliptique,
v s’obtient e´galement par suspension et F aussi, sauf s’il co¨ıncide avec la
fibration rationnelle ;
(v) quitte a` faire un changement de variable birationnel v est un champ de
vecteurs line´aire de P1 × P1 et F est donne´ par un champ line´aire qui
commute avec v.
Preuve. Conservons les notations de l’e´nonce´ en notant Φt le flot de v au temps t.
La liste des champs de vecteurs holomorphes des surfaces complexes compactes
est connue. Le livre [7] contient les de´tails de cette classification lorsque la surface
est projective ; seuls cinq cas apparaissent :
1.- X est un fibre´ elliptique, e´ventuellement avec des fibres multiples mais
sans fibres singulie`res, et v est tangent aux fibres. Plus pre´cise´ment, il existe
un reveˆtement ramifie´ de X qui est biholomorphe a` la suspension d’une courbe
elliptique E au-dessus d’une surface de Riemann B et v provient d’un champ
constant sur E. Dans ce cas, les orbites du flot Φ sont toutes infinies et le
feuilletage F n’a donc aucune singularite´. Le lieu de tangence entre F et la
fibration elliptique e´tant un diviseur invariant par v, c’est une union de fibres
et F est un feuilletage tourbillonne´ (voir [17] pour une de´finition pre´cise) ou la
fibration elle-meˆme.
2.- X est un tore, v est line´aire et nous pouvons supposer que les orbites
du flot de v sont Zariski-denses, car sinon le cas (1.-) peut-eˆtre applique´. Le
feuilletage F ne posse`de alors ni singularite´ ni feuille compacte. Il est facile d’en
de´duire que F est donne´ par les orbites d’un autre champ de vecteurs line´aire
(voir [17]).
3.-X est une fibration rationnelle et v est tangent aux fibres de cette fibration.
Supposons que F ne co¨ıncide pas avec la fibration et montrons alors que le
diviseur des tangences entre F et la fibration est une union de fibre.
S’il existe une courbe V, transverse a` la fibration rationnelle, le long de laquelle
F est tangent a` la fibration, cette courbe est contenue dans l’ensemble des ze´ros
de v. Soit p un point ge´ne´rique de V. La feuille locale Lp de F passant par p est
lisse, elle est invariante par le flot Φt de v (car p est fixe´ par le flot) et elle n’est
pas contenue dans une fibre. En particulier, elle intersecte chaque fibre voisine
de p en un nombre fini de points. Comme Φt(Lp) = Lp, ces points d’intersection
sont permute´s par le flot du champ ; ils sont donc en fait fixe´s par le flot, ce qui
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montre que Lp est contenue dans les ze´ros de v. Puisque ceci est valable pour
un choix ge´ne´rique de p le long de la courbe V, v serait nul dans un voisinage
de V, donc partout nul.
Nous avons donc montre´ que le lieu de tangence avec la fibration rationnelle
est constitue´ de fibres. Le feuilletage F est donc un feuilletage de Riccati. La
monodromie est abe´lienne car, dans chaque fibre, elle commute avec le flot.
4.- X est une suspension de P1 au-dessus d’une courbe elliptique E et v aussi.
Autrement dit, X est le fibre´ en droites projectives associe´ a` une repre´sentation
ρ : π1(E) → PGL(2,C) ; le champ de vecteurs v est obtenu par suspension :
il se projette sur la courbe elliptique en un champ constant et non nul vE . Il
s’ensuit que F n’a pas de singularite´s. Nous supposerons de plus que les orbites
de v ne sont pas des courbes elliptiques, car sinon le cas (1.-) peut eˆtre applique´.
Si une des feuilles de F est une fibre rationnelle, F co¨ıncide avec la fibration.
Hormis ce cas, deux possibilite´s peuvent apparaˆıtre suivant la structure du lieu
de tangence entre F et la fibration rationnelle :
a. F est partout transverse a` la fibration : dans ce cas il est donne´ par un autre
champ de vecteurs, par exemple la projection de v sur F paralle`lement a`
la fibration rationnelle.
b. F est tangent a` la fibration rationnelle le long de certaines courbes.
Montrons que ce dernier cas peut eˆtre exclu. Pour cela, notons Λ ⊂ C le re´seau
des parame`tres t pour lesquels Φt fixe chaque fibre de la fibration rationnelle.
Soit p un point ge´ne´rique du diviseur de tangence entre F et la fibration, et
Lp la feuille locale de F en p. Le point p, et donc la feuille Lp, sont fixes sous
l’action de {Φt}t∈Λ. Soit F une fibre rationnelle voisine de la fibre passant par p.
Les transformations Φt, t ∈ Λ, sont des homographies de F qui fixent les points
de tangence de F avec la fibration et les points d’intersection de Lp avec F :
ces homographies sont donc toutes pe´riodiques, ceci quelque soit t dans Λ. Par
conse´quent, la monodromie de v est finie et les orbites de v sont des courbes
elliptiques. Ceci contredit nos hypothe`ses.
5.- Quitte a` faire un changement de variables birationnel, X est isomorphe a`
P1 × P1 et v = v1 + v2 est line´aire.
Un champ de vecteurs sur la sphe`re de Riemann pre´serve toujours une 1-
forme diffe´rentielle me´romorphe ferme´e : si le flot est du type (t, z) 7→ λtz, il
suffit de prendre la forme dz/z, s’il est du type (t, z) 7→ z/(1 + tz), la forme
dz/z2 convient. Nous pouvons donc fixer deux formes me´romorphes ferme´es Ω1
et Ω2 qui sont invariantes par le flot Φt associe´ au champ v1 + v2 et dont les
noyaux sont respectivement tangents aux fibrations verticales et horizontales de
X = P1 × P1.
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Soit Ω une 1-forme me´romorphe de´finissant F . Il existe alors deux fonctions
me´romorphes a et b telles que Ω = aΩ1 + bΩ2. L’invariance de F et des Ωi
(i = 1, 2) par l’automorphisme Φt entraˆıne :
a
b
(z) =
a
b
◦Φt(z), ∀z ∈ P1. (3.9)
Si v n’est pas tangent a` un pinceau de courbes rationnelles, cette e´quation montre
que a/b est une constante, ce qui signifie que F est un feuilletage line´aire associe´
a` un champ de vecteurs qui commute a` v. Lorsque v est tangent a` un pinceau de
courbes rationnelles, nous pouvons effectuer un nombre fini d’e´clatements qui
nous rame`nent dans une situation analogue au cas 3.
3.4. Preuve du the´ore`me 1.2. Pour terminer l’e´tude des surfaces feuillete´es
(X,F) qui posse`dent une infinite´ de syme´tries biholomorphes, nous aurons be-
soin de la proposition suivante:
Proposition 3.9. Soit (X,F) une surface projective feuillete´e dont le groupe
de syme´tries biholomorphes Aut(F) est infini. Alors Aut(F) contient un e´le´ment
d’ordre infini. Plus pre´cise´ment, soit Aut(F) contient un sous-groupe a` un
parame`tre, soit il contient un e´le´ment ϕ dont l’action sur H1,1(X) ve´rifie ‖ϕn∗‖ →
∞.
De´monstration. Conside´rons la repre´sentation
ρ : Aut(X) −→ GL(H2(X,Z))
donne´e par l’action des automorphismes de X sur son deuxie`me groupe d’homo-
logie. Si Aut(F) contient un e´le´ment ϕ pour lequel ρ(ϕ) est infini, la suite ‖ϕn∗‖
tend vers l’infini quand n tend vers l’infini. Nous pouvons donc supposer que
ρ(Aut(F)) est un sous-groupe de torsion de GL(H2(X,Z)). Un tel groupe est
ne´cessairement fini, ce qui montre que Aut(F) posse`de un sous-groupe d’indice
fini dont les e´le´ments agissent trivialement sur l’homologie de X. D’apre`s [25],
il existe donc un sous-groupe d’indice fini Aut0(F) dans Aut(F) dont tous les
e´le´ments sont holomorphiquement isotopes a` l’identite´.
Notons Aut0(X) la composante connexe de l’identite´ du groupe de Lie com-
plexe Aut(X), de sorte que
Aut0(F) = Aut0(X) ∩Aut(F). (3.10)
Si Ω est une 1-forme diffe´rentielle rationnelle de´finissant le feuilletage F , le
groupe Aut0(F) est le sous-groupe de Lie complexe ferme´ de Aut0(X) de´termine´
par l’e´quation
ϕ∗Ω ∧ Ω = 0. (3.11)
Rappelons que le groupe Aut0(X) scinde en une suite exacte
1→ L→ Aut0(X)→ A→ 0, (3.12)
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ou` L est un groupe alge´brique line´aire et A est un sous-groupe compact du
groupe des translations de la varie´te´ d’Albanese de X (voir [25] ou [8]). Si
Aut0(F) ∩ L est infini, par exemple si A est nul, l’e´quation (3.11) montre que
Aut0(F)∩L est un sous-groupe alge´brique infini de L. Un tel groupe ne posse`de
qu’un nombre fini de composantes connexes ; dans ce cas, Aut0(F) contient
donc un groupe a` un parame`tre. Un argument analogue s’applique si L est
trivial : Aut0(F) est alors un sous-groupe ferme´ infini de A, donc il contient un
sous-groupe a` un parame`tre.
Dans le cas restant, les dimensions de A et de L sont strictement positives ;
la surface X est alors une surface re´gle´e au-dessus d’une courbe elliptique qui
posse`de des champs de vecteurs du type 4.- (voir la de´monstration de la propo-
sition 3.8 ci-dessus). Puisque Aut0(F) est infini et qu’il ne coupe L qu’en un
nombre fini de points, l’action induite sur la base comporte une infinite´ de
translations. Le feuilletage F est donc re´gulier. En reprenant la preuve de la
proposition 3.8, point 4.-, il est facile de voir que F est invariant par un groupe
a` un parame`tre.
Preuve du the´ore`me 1.2. Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une sur-
face projective dont le groupe de syme´tries Aut(F) est infini. Appliquons la
proposition 3.9. Si Aut(F) posse`de un sous-groupe a` un parame`tre, F est in-
variant par un champ de vecteurs et nous pouvons appliquer la proposition 3.8.
Sinon Aut(F) posse`de un e´le´ment d’ordre infini, dont aucun ite´re´ n’est le flot
d’un champ de vecteurs car ‖ϕn∗‖ → ∞. Si la croissance de ‖ϕn∗‖ est exponen-
tielle, le the´ore`me 3.1 peut eˆtre applique´ : la situation est celle de l’exemple 1.1.
Sinon la croissance de ‖ϕn∗‖ est quadratique et le the´ore`me 3.5 montre que F
est une fibration elliptique. Ceci conclut la preuve du the´ore`me.
4. Applications birationnelles pre´servant une fibration
rationnelle
Le but de cette section est de de´montrer la proposition suivante.
Proposition 4.1. Soit ϕ une transformation birationnelle d’une surface com-
plexe compacte dont la croissance des degre´s est line´aire. Alors ϕ pre´serve une
fibration rationnelle et tout feuilletage ϕ-invariant co¨ıncide avec cette fibration.
L’existence d’une fibration rationnelle invariante re´sulte de l’hypothe`se sur la
croissance des degre´s (voir 2.2). Ce qu’il faut montrer, c’est qu’il n’y a pas d’autre
feuilletage invariant. Avant de donner la preuve, nous commenc¸ons par quelques
remarques concernant les germes de transformations birationnelles holomorphes
et les germes de feuilletages invariant par de telles transformations.
4.1. E´tude locale des feuilletages invariants. Soit ϕ ∈ Bir(C2, 0) un germe
holomorphe induit par une transformation birationnelle au voisinage de l’origine
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dans C2. En tout point ou` ϕ est un biholomorphisme local, sa diffe´rentielle est
inversible. L’ensemble critique de ϕ est donc e´gal au diviseur contracte´ par ϕ.
Nous supposons dans ce paragraphe que ce diviseur passe par 0 ; nous dirons
alors que l’origine est un point critique fixe.
D’apre`s le the´ore`me de factorisation des transformations birationnelles, il exis-
te un voisinage U de l’origine, une contraction π : U˜ → U et un diffe´omorphisme
σ : U → Uˆ (Uˆ ⊂ U˜) tels que ϕ = π ◦ σ (voir la figure 1). Nous noterons E le
diviseur exceptionnel π−1{0}. Puisque 0 est un point critique, σ(0) appartient
a` E.
 
 
 .
 .
σ
pi
Uˆ
U
Figure 1. Factorisation locale.
Le diviseur E e´tant obtenu par une suite d’e´clatements successifs, c’est un arbre
de courbes rationnelles ; en particulier, E est a` croisements normaux. L’ensemble
analytique contracte´ par ϕ co¨ıncide avec σ−1(E) et posse`de donc une ou deux
composantes irre´ductibles suivant que σ(0) est un point lisse ou une singularite´
de E. Quitte a` changer ϕ en ϕ ◦ϕ, nous pouvons donc supposer que l’ensemble
critique de ϕ co¨ıncide avec celui de ses ite´re´s. L’ensemble critique est alors
invariant par ϕ et par ϕ−1.
Remarque 4.1. Cette proprie´te´ de l’ensemble critique, essentielle dans la suite,
a de´ja` e´te´ applique´e avec succe`s a` l’e´tude des formes normales des points fixes
attractifs d’applications birationnelles (voir [11]).
Soit F un germe de feuilletage holomorphe au voisinage de 0, e´ventuelle-
ment singulier a` l’origine. Si F est ϕ-invariant, les feuilletages π∗(F) et σ∗(F)
co¨ıncident sur Uˆ . Apre`s une suite d’e´clatements, il existe donc un point du
diviseur exceptionnel au voisinage duquel le feuilletage e´clate´ est diffe´omorphe
au feuilletage initial. Nous allons voir que cette proprie´te´ est tre`s restrictive.
Proposition 4.2. Soit ϕ un germe de transformation birationnelle au voisinage
de l’origine dans C2 admettant l’origine comme point critique fixe. Si F est un
germe de feuilletage holomorphe invariant par ϕ, alors :
(i) l’ensemble critique de ϕ est tangent a` F ;
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(ii) le feuilletage F est lisse ou pre´sente une singularite´ re´duite non de´ge´ne´re´e
a` l’origine. Dans ce dernier cas, l’union des deux se´paratrices de F co¨ıncide
avec l’ensemble critique de ϕ.
De´monstration. Le the´ore`me de de´singularisation de Seidenberg affirme qu’apre`s
un nombre fini d’e´clatements les singularite´s du feuilletage F sont re´duites et
qu’elles le restent si nous continuons a` e´clater. Dans notre situation, une singu-
larite´ isomorphe a` la singularite´ initiale de F apparaˆıt apre`s un nombre non nul
d’e´clatements : le feuilletage F est donc ne´cessairement re´duit. En particulier,
il ne passe qu’un nombre fini de courbes inte´grales de F par l’origine. La courbe
contracte´e par ϕ ne peut donc pas eˆtre transverse au feuilletage, ce qui montre
le point (i).
Supposons maintenant que F posse`de une singularite´ a` l’origine qui soit de
type selle-noeud. Le feuilletage F est formellement e´quivalent au feuilletage
donne´ par la forme
ω = x(1 + λyp)dy − yp+1dx, (4.1)
ou` λ est un nombre complexe que nous appellerons “invariant de Dulac” et p
est un entier strictement positif (son nombre de Milnor). Ces deux nombres
sont des invariants formels du feuilletage ; en particulier, ce sont des invariants
analytiques. Lorsqu’on effectue un e´clatement au niveau d’une singularite´ selle-
noeud, il apparaˆıt deux singularite´s sur le diviseur exceptionnel : elles se situent
aux points d’intersection avec les transforme´es strictes de la se´paratrice forte et
de la se´paratrice faible du feuilletage F . Au niveau de la se´paratrice forte, la
singularite´ est non de´ge´ne´re´e ; si l’on e´clate a` nouveau ce point, il n’apparaˆıt
donc jamais de singularite´ selle-noeud. Au niveau de la se´paratrice faible, la
singularite´ est de type selle-noeud et est donne´e formellement par
ω˜ = x(1 + (λ− 1)yp)dy − yp+1dx. (4.2)
En ce point, la se´paratrice faible co¨ıncide bien suˆr avec la transforme´e stricte de
celle de F . En re´sume´, apre`s un nombre fini d’e´clatements, une seule singularite´
est de type selle-noeud, elle se situe au niveau de la transforme´e stricte de la
se´paratrice faible et son invariant de Dulac a chute´ d’au moins une unite´. On ne
peut donc jamais obtenir une singularite´ diffe´omorphe a` la singularite´ initiale.
En revenant aux hypothe`ses de la proposition, ceci montre que le feuilletage F
pre´sente un point re´gulier ou une singularite´ re´duite non de´ge´ne´re´e a` l’origine.
Supposons dore´navant que F posse`de une singularite´ re´duite non de´ge´ne´re´e ;
le feuilletage est donc donne´ au voisinage de 0 par une forme du type
ω = x dy + βy dx+O(2), (4.3)
ou` β est un nombre complexe non nul. Il reste a` montrer que les deux se´paratrices
de F a` l’origine sont contenues dans l’ensemble critique de ϕ ou, ce qui revient
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au meˆme, que la singularite´ σ(0) de π∗(F) est un point singulier de E. Si ce
n’est pas le cas, l’une des se´paratrices de F n’est pas contenue dans l’ensemble
critique ; nous la noterons C et choisirons les coordonne´es locales pour que C
soit tangent a` l’axe {x = 0}. Le point σ(0) doit eˆtre situe´ a` l’intersection de la
transforme´e stricte de C avec E. En e´clatant toujours la transforme´e stricte de
C, nous avons donc obtenu une singularite´ isomorphe a` la singularite´ initiale.
Nous pouvons alors trouver des coordonne´es (u, v) au voisinage de σ(0), telles
que la courbe {u = 0} soit incluse dans la transforme´e stricte de C et que
π(u, v) = (uvn, v). Au voisinage de σ(0), le feuilletage π∗(F) est donc de´fini par
la forme
ωˆ :=
π∗ω
vn
= u dv + (β + n)v du+O(2). (4.4)
Le diffe´omorphisme σ envoie l’ensemble critique {y = 0} sur le diviseur excep-
tionnel E, i.e. sur l’axe {v = 0}, et e´tablit un isomorphisme entre les feuilletages
donne´s par ces deux formes diffe´rentielles. Les indices de Camacho-Sad satisfont
donc β = β + n. L’entier n devrait eˆtre nul, une contradiction.
4.2. Preuve de la proposition 4.1. Soit ϕ : X 	 une transformation bira-
tionnelle d’une surface complexe compacte pre´servant une fibration rationnelle
π : X → B. L’hypothe`se sur la croissance des degre´s de ϕ, a` savoir ‖ϕn∗‖ ∼
Cste · n, est e´quivalente au fait que ϕ n’est pas birationnellement conjugue´e a`
un automorphisme (voir section 2). L’ensemble critique de ϕ, note´ C(ϕ), et son
ensemble d’inde´termination I(ϕ) sont donc tous deux non vides.
Supposons que ϕ pre´serve un feuilletage holomorphe F distinct de la fibra-
tion π. Quitte a` e´clater suffisamment X, nous pouvons supposer que F est un
feuilletage re´duit. Il est alors possible d’effectuer de nouveaux e´clatements pour
rendre ϕ alge´briquement stable (voir section 2). Ceci signifie que, pour tout en-
tier positif n, l’ensemble ϕn(C(ϕ)\I(ϕn)) est disjoint de I(ϕ). Nous supposerons
donc dans toute la suite que F est re´duit et que ϕ est alge´briquement stable.
Par contre, la nouvelle fibration rationnelle, toujours note´e π, peut posse´der
des fibres singulie`res. Par construction, ces fibres sont des arbres de courbes
rationnelles d’auto-intersection strictement ne´gative.
Remarque 4.2. Puisque ϕ pre´serve la fibration π : X → B , C(ϕ) est une
union de courbes rationnelles lisses incluses dans des fibres de π.
Remarque 4.3. Puisque F est re´duit, il ne posse`de pas de singularite´ dicri-
tique. Les courbes contracte´es par ϕ sont donc F-invariantes.
Lemme 4.3. Il existe un morphisme birationnel ǫ : X → X ′ de telle sorte que
(i) l’application birationnelle ǫ ◦ϕ ◦ ǫ−1 soit alge´briquement stable et ǫ∗F soit
un feuilletage re´duit,
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(ii) les fibres singulie`res de la fibration π◦ǫ−1 ne contiennent pas de composante
de l’ensemble critique de ǫ ◦ ϕ ◦ ǫ−1.
De´monstration. Choisissons une fibre singulie`re F de la fibration contenant
une composante de l’ensemble critique de ϕ. L’intersection C(ϕ) ∩ F = V est
une union de courbes rationnelles d’auto-intersection strictement ne´gative. Fac-
torisons ϕ en une suite d’e´clatements de points π1 suivie d’une suite de contrac-
tions de courbes exceptionnelles de premie`re espe`ce π2. Notons V
′ la transforme´e
stricte de V par π1.
Si V ′ ne posse`de aucune courbe d’auto-intersection −1, le dernier e´clatement
de π1 peut eˆtre aussi choisi comme la premie`re contraction de π2. Quitte a` choisir
π1 et π2 minimales pour leur nombre d’e´clatements, nous pouvons donc supposer
que V ′ contient une courbe E′ d’auto-intersection −1. Notons E = π1(E′).
Puisque E est une courbe d’auto-intersection strictement ne´gative, son auto-
intersection est elle-meˆme e´gale a` −1 et aucun centre d’e´clatements de π1 n’est
sur E.
Nous pouvons donc contracter la courbe E sur un point p et e´tudier le feuil-
letage induit par F en p. Le morphisme π1 induit un isomorphisme d’un voisi-
nage de E′ sur E. Le morphisme π2 se de´compose en la contraction de E
′ sur
un point soit π3 suivi d’une suite de contractions π4 ; ainsi, π2 = π4 ◦ π3. Au
voisnage de p, le feuilletage induit par F est donc isomorphe a` π∗4F au voisinage
de r := π3(E
′). Comme F est re´duit, π∗4F aussi, c’est donc aussi le cas pour le
feuilletage induit par F en p.
Enfin, l’application induite par ϕ reste alge´briquement stable, car I(ϕ) ∩ E
est inclus dans les centres d’e´clatements de π1 situe´s sur E et est donc vide par
ce qui pre´ce`de. L’application induite par ϕ en p est donc holomorphe.
Nous avons montre´ que la contraction de E n’alte`re pas les proprie´te´s de
F et ϕ. Quitte a` ite´rer ce proce´de´ nous pouvons donc supposer que les fibres
singulie`res n’intersectent ni l’ensemble critique de ϕ ni celui des ite´re´s ϕn. La
compose´e des contractions ne´cessaires est le morphisme ǫ cherche´.
Lemme 4.4. Quitte a` prendre un ite´re´ de ϕ, toute composante critique V de
ϕ est contracte´e par ϕ sur un point p ∈ V qui est fixe et par ϕ−1 sur un point
q ∈ V distinct de p.
De´monstration. Soit V une composante critique de ϕ. D’apre`s la remarque 4.3,
V est ne´cessairement invariante par F . Si F posse`de une infinite´ de courbes
rationnelles invariantes, un the´ore`me de J.P. Jouanolou (voir [18] par exemple)
montre que le feuilletage est induit par une fibration rationnelle. Dans ce cas,
la preuve de la proposition 4.1 est termine´e. Sinon l’ensemble des fibres de la
fibration rationnelle qui sont aussi invariantes par F est un ensemble fini ϕ-
invariant. Quitte a` prendre un ite´re´ de ϕ nous pouvons supposer que chacune de
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ces fibres est invariante. Comme ϕ est alge´briquement stable, une fibre critique
V est contracte´e sur un point p ∈ V qui n’est pas d’inde´termination. Le meˆme
argument s’applique pour ϕ−1.
De´monstration de la proposition 4.1. Appliquons les lemmes 4.3 et 4.4. Quitte
a` faire un changement de variable birationnel, toute composante critique V est
une courbe rationnelle lisse d’auto-intersection nulle qui, de plus, est ϕ-invariante
et se contracte sur un point critique fixe p ∈ V. En appliquant la proposition
4.2, nous en de´duisons que V est F-invariante et que le feuilletage est re´gulier
en p. De meˆme F est re´gulier au point q = ϕ−1(V ) = I(ϕ) ∩ V. Si un point
r ∈ V \ {p, q} est une singularite´ de F , celle-ci est de type non-de´ge´ne´re´ et
posse`de une courbe inte´grale transverse a` V , ou de type selle-noeud et posse`de
une courbe inte´grale formelle transverse a` V . L’image par ϕ de cette courbe
transverse est une courbe inte´grale du feuilletage (e´ventuellement formelle), et
par invariance elle reste transverse a` V et passe par p. Ceci est impossible. Le
feuilletage F ne contient donc pas de singularite´ sur V. Le the´ore`me de stabilite´
de Reeb montre alors que F co¨ıncide avec la fibration.
5. Feuilletages dont le groupe de syme´tries birationnelles est
infini
Le but de cette section est de de´montrer le the´ore`me 1.2. Nous supposerons
donc que le groupe Bir(F) contient strictement Aut(F) quelque soit le mode`le
birationnel du feuilletage F e´tudie´. Suivant [6], nous montrerons que Bir(F)
est de type Riccati pour une fibration rationnelle π. Lorsque tous les e´le´ments
de Bir(F) pre´servent cette fibration, ou bien F co¨ıncide avec cette fibration,
ou bien Bir(F) est fini et est e´gal a` Aut(F) apre`s un changement de variable
birationnel ad-hoc (paragraphe 5.4). Sinon, nous montrerons que F est Riccati
pour une deuxie`me fibration rationnelle et que la situation est conjugue´e a` celle
des exemples 1.3.
5.1. Le cas des feuilletages line´aires de P1×P1. Avant de de´buter la preuve
du the´ore`me, de´crivons la situation lorsque le feuilletage F est le feuilletage
line´aire de P1 × P1 de´termine´ par la 1-forme holomorphe
ω = w dz + αz dw, (5.1)
ou` α est un nombre complexe non nul.
Ce feuilletage induit une fibration rationnelle si, et seulement si α est un
nombre rationnel. Dans ce cas, le groupe Bir(F) contient strictement Aut(F),
et ceci reste vrai meˆme si un changement de variable birationnel est effectue´ ; les
transformations birationnelles alge´briquement stables construites dans l’exemple
1.2 suffisent en effet a` e´tablir cette remarque.
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Lorsque F n’induit pas une fibration rationnelle, les seules courbes alge´briques
invariantes par F sont les quatre courbes {zw = 0} ∪ {zw =∞} de P1 × P1 ; le
comple´mentaire de ces courbes est isomorphe a` C∗×C∗. L’ensemble critique de
tout e´le´ment ϕ de Bir(F) est inclus dans le diviseur constitue´ des quatre courbes
F-invariantes car F n’a pas de singularite´ dicritique. Cette proprie´te´ e´tant aussi
satisfaite par ϕ−1, ϕ induit un automorphisme monomial de C∗×C∗ ; autrement
dit, ϕ(x, y) = (xayb, xcyd) est associe´ a` une matrice carre´e dont les coefficients
(a, b, c, d) sont entiers et dont le de´terminant ad− bc vaut ±1. Le vecteur (1, α)
(ou (α, 1)) est alors un vecteur propre de cette matrice.
Pour que Bir(F) soit infini sans que F soit une fibration rationnelle, il faut
donc qu’il existe un e´le´ment de GL(2,Z) pour lequel (1, α) est un vecteur propre
et dont la trace a une valeur absolue strictement plus grande que 2. Dans ce cas,
la transformation ϕ qui lui est associe´e est une transformation birationnelle dont
les degre´s croissent exponentiellement ; cette transformation est alge´briquement
stable de`s que les coefficients matriciels a, b, c et d sont positifs, et l’on peut
toujous se ramener a` ce cas apre`s conjugaison dans GL(2,Z). Ainsi, le groupe
Bir(F) contient toujours strictement Aut(F) meˆme si le mode`le birationnel de
F est change´.
En conclusion, ou bien Bir(F) est fini, ou bien l’une des deux proprie´te´s
suivantes est satisfaite
(i) F est une fibration rationnelle ;
(ii) (1, α) est un vecteur propre d’une matrice inversible a` coefficients entiers
dont la trace est strictement plus grande que 2 en valeur absolue ;
dans ces deux cas Bir(F) est infini et contient strictement Aut(F) pour tout
mode`le birationnel de F .
5.2. Feuilletages de Riccati. Un feuilletage F est un feuilletage de Riccati
s’il existe une fibration rationnelle π dont les fibres ge´ne´riques n’ont pas de
point de tangence avec F . Une telle fibration est dite adapte´e au feuilletage. Les
singularite´s d’un feuilletage de Riccati sont de nature spe´ciale. Nous donnons
sans preuve (voir par exemple [7]) le
Lemme 5.1. Soit F un feuilletage de Riccati a` singularite´s re´duites, π une
fibration rationnelle adapte´e a` F et V une fibre lisse de π qui est F-invariante.
L’une des deux proprie´te´s exclusives suivantes est alors ve´rifie´e.
(i) V posse`de deux singularite´s du feuilletage qui sont toutes deux non-de´ge´-
ne´re´es ou toutes deux de type selle-noeud avec V comme se´paratrice forte.
Les indices de Camacho-Sad des se´paratrices en ces deux points sont des
nombres complexes oppose´s.
(ii) V ne posse`de qu’une singularite´, celle-ci est de type selle-noeud et V est
sa se´paratrice faible.
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Le reste de cette section est consacre´ a` la preuve du the´ore`me 1.2.
5.3. F est un feuilletage de Riccati. Commenc¸ons par faire quelques hy-
pothe`ses sur le feuilletage F e´tudie´. Quitte a` effectuer un nombre fini d’e´clate-
ments, nous pouvons supposer que F est re´duit et que les courbes rationnelles
F-invariantes sont lisses. Nous supposons de surcroˆıt que le couple (X,F) est mi-
nimal pour ces deux proprie´te´s. L’union des courbes rationnelles F-invariantes
est note´ DF : puisque F est re´duit, c’est un diviseur a` croisements normaux.
Nous supposerons enfin que F ne de´finit pas une fibration rationnelle.
Nous allons montrer que F est un feuilletage de Riccati. La preuve que nous
donnons reprend les arguments de [6] tout en les pre´cisant.
Lemme 5.2. Si ϕ appartient a` Bir(F), l’ensemble critique C(ϕ) et le lieu d’in-
de´termination I(ϕ) sont inclus dans DF .
De´monstration. Fixons un e´le´ment ϕ de Bir(F) qui ne soit pas un automor-
phisme. Comme F est re´duit, l’ensemble critique C(ϕ) est inclus dans DF (voir
la remarque 4.3). Soit p un point d’inde´termination de ϕ situe´ en dehors de DF
(s’il en existe). Alors p n’appartient pas a` C(ϕ) et le diviseur ϕ(p) ne contient
donc aucun point d’inde´termination de ϕ−1 ; autrement dit, ϕ−1 est un mor-
phisme birationnel d’un voisinage du diviseur ϕ(p) sur un voisinage de p. Le
diviseur ϕ(p) peut donc eˆtre contracte´ sur un point q en conservant une surface
lisse : l’application induite par ϕ de´termine un biholomorphisme local de p sur
q. Apre`s contraction, le feuilletage F a donc la meˆme structure au voisinage de q
qu’au voisinage de p ; en particulier, il est re´duit. Les composantes de DF restent
lisses car p n’appartient pas a` DF (donc ϕ(p) ne coupe pas DF ). Ceci contredit
la minimalite´ de (X,F) et permet d’affirmer que l’ensemble d’inde´termination
I(ϕ) est contenu dans le diviseur DF .
Le but est maintenant de montrer le lemme 5.3 e´nonce´ ci-dessous en poursui-
vant l’e´tude d’un e´le´ment ϕ de Bir(F) qui n’est pas un automorphisme. Pour
cela, nous utiliserons une factorisation minimale de ϕ en la compose´e d’une
suite d’e´clatements π1 et d’une suite de contractions π2. La minimalite´ signifie
que toute courbe de premie`re espe`ce contracte´e par π1 ne l’est pas par π2 et
vice-versa.
Choisissons un point p de I(ϕ) et une courbe exceptionnelle de premie`re espe`ce
V contracte´e par π1 sur p. Si celle-ci n’intersecte pas l’ensemble critique de π2,
son image par π2 reste d’auto-intersection −1 et peut eˆtre contracte´e sur un
point lisse. A` nouveau, F resterait re´duit et les composantes de DF lisses. Donc
V intersecte C(π2) et π2(V ) est d’auto-intersection positive ou nulle. Nous avons
donc montre´ que, lorsqu’on effectue successivement les contractions composant
π2, les images de V ont une auto-intersection qui croˆıt jusqu’a` devenir positive ou
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nulle. Nous noterons V1 la premie`re image de V d’auto-intersection nulle obtenue
par ce proce´de´. Puisque V1 est une courbe rationnelle lisse d’auto-intersection
nulle, V1 est une fibre d’une fibration rationnelle π.
Remarque 5.1. Les arguments qui viennent d’eˆtre pre´sente´s montrent que, si p
appartient a` I(ϕ), alors ϕ−1(p) contient une courbe d’auto-intersection positive.
E´tudions la position du feuilletage par rapport a` la fibration π construite
ci-dessus.
Comme le feuilletage F est re´duit en p = π1(V ), la courbe V posse`de au
plus deux singularite´s re´duites. De plus, si l’une de ces singularite´s est de type
selle-noeud V en est la se´paratrice forte et le feuilletage F pre´sente e´galement
une singularite´ selle-noeud en p. Projetons la situation au voisinage de V1 et
notons F1 le feuilletage image de F . Le feuilletage F1 posse`de au plus deux
singularite´s sur V1 et, si l’une d’entre elles est de type selle-noeud, alors V1 en
est la se´paratrice forte en ce point. L’intersection entre TF1 et V1 se calcule a`
l’aide de la formule (2.3) :
[TF1 ] · [V1] = 2−
∑
p∈V1
Z(F1, V1, p), (5.2)
ou` l’indice Z(F1, V1, p) est e´gal a` 1 lorsque la singularite´ est non-de´ge´ne´re´e et
lorsque V1 est la se´paratrice forte d’une singularite´ selle-noeud. Il s’ensuit que
[TF1 ] · [V1] ∈ {0, 1, 2}.
Choisissons maintenant une fibre ge´ne´rique W de la fibration rationnelle π
induite par V1. PuisqueW et V1 sont homologues, [TF1 ]·[W ] est e´gal a` [TF1 ]·[V1],
en particulier, c’est un nombre positif. Si F1 ne co¨ıncide pas avec la fibration,
nous pouvons supposer que W n’est pas F1-invariante. La formule (2.4) s’e´crit
[TF1 ] · [W ] = [W ]2 − Tang(F1,W ) = −Tang(F1,W ) ≤ 0, (5.3)
ce qui entraˆıne [TF1 ] · [W ] = 0, puis Tang(F ,W ) = 0. Nous avons donc montre´
que F1 e´tait Riccati pour π.
Remarque 5.2. Notons que toutes les fibres de π ne sont pas ne´cesairement
lisses et que nous avons perdu la proprie´te´ de minimalite´ impose´e au de´but. Plus
pre´cise´ment, il se peut qu’il existe une courbe de premie`re espe`ce se contractant
sur un point re´duit de F . Nous pouvons toutefois supposer qu’une telle courbe
n’est pas incluse dans une fibre de π car, sinon, en la contractant la fibration π
est pre´serve´e et le feuilletage F reste re´duit.
Dans la suite nous conside`rerons exclusivement le feuilletage F1. Pour alle´ger
les notations, ce feuilletage sera encore note´ F et V1 sera note´e V. Nous disposons
donc du
Lemme 5.3. Quitte a` faire un changement de variable birationnel, le feuilletage
F est re´duit de type Riccati pour une fibration rationnelle π. Celle-ci posse`de
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une fibre V qui est lisse, donc d’auto-intersection nulle, qui est F-invariante et
qui posse`de deux singularite´s du feuilletage. Cette courbe V est contenue dans
l’ensemble critique d’un e´le´ment de Bir(F). De plus, toute courbe de premie`re
espe`ce dont la contraction pre´serve le caracte`re re´duit de F est transverse a` la
fibration.
Remarque 5.3. Comme F posse`de deux singularite´s le long de V , le diviseur
DF est une union de courbes incluses dans les fibres de π et d’au plus deux
courbes rationnelles transverses.
5.4. Lorsque π est invariante. Dans ce paragraphe nous supposons en outre
que, pour tout e´le´ment ϕ de Bir(F), l’ensemble critique de ϕ est une union
de fibres de π. Il revient au meˆme de supposer que tout e´le´ment de Bir(F)
pre´serve π.
Si Bir(F) posse`de un e´le´ment d’ordre infini non birationnellement conjugue´ a`
un automorphisme, nous pouvons appliquer la proposition 4.1, ce qui contredit
l’hypothe`se suivant laquelle F n’est pas une fibration. Nous supposerons donc
que tout e´le´ment de Bir(F) est birationnellement conjugue´ a` un automorphisme.
Nous allons montrer qu’il existe un morphisme birationnel qui permet de con-
juguer globalement tous les e´le´ments de Bir(F) a` des automorphismes. Ceci
contredira l’hypothe`se de de´part suivant laquelle Aut(F) est un sous-groupe
stricte de Bir(F) pour tout mode`le birationnel de F .
Fixons un e´le´ment ϕ de Bir(F) et une composante irre´ductible C de C(ϕ). La
courbe C est contenue dans une fibre de π et est contracte´e par ϕ sur un point
p. La remarque 5.1 montre que ϕ−1(p) contient une courbe d’auto-intersection
positive ou nulle. Par suite C est une fibre re´gulie`re de π.
Remarque 5.4. Ceci montre que toute courbe contracte´e par ϕ a une auto-
intersection nulle. En particulier, la section 4 de [12] montre que ϕ est conjugue´
a` un automorphisme apre`s un nombre fini d’e´clatements ; autrement dit, ϕ est
conjugue´ a` un automorphisme par un morphisme birationnel ǫ : Xˆ → X.
La fibre C est contracte´e sur p et ϕ pre´serve la fibration. Il existe donc des
points d’inde´termination sur C dont les images par ϕ recouvrent la fibre passant
par p. Notons C1 cette fibre. Puisque C1 contient une composante irre´ductible
contracte´e par ϕ−1, C1 est une fibre lisse. Ainsi, C contient un unique point
d’inde´termination de ϕ (image de C1 par ϕ
−1).
Si F ne posse`de qu’une singularite´ le long de C, celle-ci est de type selle-
noeud et C en est la se´paratrice faible (lemme 5.2). Comme φ contracte C, cela
est impossible. Donc F posse`de deux singularite´s le long de C. En reproduisant
le meˆme raisonnement a` partir de C1, nous obtenons une suite de courbes F-
invariantes C0 = C, C1 = ϕ(C0), C2 = ϕ(C1), ... Cette suite est ne´cessairement
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finie car elle est constitue´e de fibres le long desquelles F a deux singularite´s. Nous
noterons k + 1 le nombre de fibres ainsi construites, de sorte que ϕ(Ck) = C0.
Soient pi et qi les singularite´s de F le long de la courbe Ci. Ces singularite´s sont
re´duites et posse`dent donc des se´paratrices (e´ventuellement formelles) trans-
verses a` la fibre Ci. Nous les noterons ∆pi et ∆qi et nous de´signerons par νi
l’indice de Camacho-Sad CS(∆pi , pi). D’apre`s le lemme 5.1,
CS(∆qi , qi) = −νi. (5.4)
D’apre`s la remarque 5.4, une suite finie d’e´clatements permet de conjuguer ϕ a`
un automorphisme. Nous noterons̟ : Y → X le morphisme de´termine´ par cette
suite d’e´clatements (a priori Y et ̟ de´pendent de ϕ) et ϕ˜ l’automorphisme de
Y induit par ϕ. Soit DY le diviseur ̟
−1(C0 ∪ ... ∪Ck). Nous noterons ∆′pi ,∆′qi
les transforme´es strictes de ∆pi et ∆qi , et p
′
i, q
′
i leur intersection respective avec
DY . Quitte a` e´changer pi et qi, nous pouvons supposer que l’automorphisme ϕ˜
envoie chaque se´paratrice ∆′pi sur ∆
′
pi+1
pour i = 0, ... , k − 1, c’est-a`-dire que
ϕ˜(p′i) = p
′
i+1 pour i = 0, ... , k−1. De meˆme ϕ˜(q′i) = q′i+1. Par contre, ϕ˜(p′k) = p′0
ou q′0.
Lors d’un e´clatement, les indices de Camacho-Sad chute d’une unite´, donc
CS(∆′pi , p
′
i) et CS(∆pi , pi) sont e´gaux modulo 1. Puisque l’automorphisme f˜
envoie pi sur pi+1 nous obtenons
ν0 = ν1 = ... = νk modulo 1. (5.5)
Re´alisons une se´rie de “flips” aux points pi, qi en e´clatant l’un de ces points,
puis en contractant la transforme´e stricte de Ci (voir figure 2). Cette ope´ration
remplace les indices de Camacho-Sad νi par νi + 1 ou νi − 1 suivant que l’on
e´clate qi ou pi respectivement. Ce proce´de´ permet de se ramener au cas ou`
ν0 = ... = νk.
(0) (0)
−ν
ν − 1
ν − 1
−ν + 1
(−1)
(−1)
−ν
ν
Figure 2. Un flip. Les indices de Camacho-Sad sont indique´s en
lettres grecques et les auto-intersections sont entre parenthe`ses.
S’il existe une composante irre´ductible de DY dont l’auto-intersection est
e´gale a` −1 et dont l’orbite sous ϕ˜ ne contient aucune transforme´e stricte C ′i
de Ci, toutes les courbes de cette orbite peuvent eˆtre contracte´es sans que ϕ˜
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cesse d’eˆtre un automorphisme. Il s’ensuit qu’au moins un des C ′i (soit C
′
0) est
d’auto-intersection e´gale a` −1. En particulier, puisque [C0]2 = 0 les deux points
p0 et q0 ne peuvent eˆtre simultane´ment des centres d’e´clatements pour ̟. Nous
pouvons donc supposer que p0 n’est pas un centre d’e´clatement de ̟. Le point
p′0 appartient donc a` C
′
0 et
CS(∆′p0 , p
′
0) = CS(∆p0 , p0). (5.6)
L’image de p′0 par l’automorphisme ϕ˜ est e´gale a` p
′
1, donc
CS(∆′p1 , p
′
1) = ν0 = ν1 = CS(∆p1 , p1). (5.7)
Il s’ensuit que p1 n’est pas un centre d’e´clatement pour ̟ et ainsi ϕ˜(C
′
0) = C
′
1.
Par re´currence, on montre que ϕ˜i(C ′0) = C
′
i pour i = 1, ..., k.
Supposons que ϕ˜(p′k) = p
′
0, ce qui assure ϕ˜(C
′
k) = C
′
0. Dans ce cas, l’union des
composantes exceptionnelles de premie`re espe`ce incluses dans DY et distinctes
de C ′i peut eˆtre contracte´e sans cre´er de nouveau point d’inde´termination pour
ϕ˜, ce qui est absurde. Ainsi, ϕ˜(p′k) = q
′
0. Il s’ensuit que −ν0 = ν0 modulo 1. En
re´alisant alors une deuxie`me se´rie de flips, nous pouvons maintenant imposer
l’e´galite´
ν0 = ν1 = ... = νk = −1/2 ou 0. (5.8)
Conside´rons tout d’abord le cas νi = −1/2. Dans la surface Y , les transforme´es
strictes C ′i de Ci sont toutes d’auto-intersection −1 et contiennent chacune le
point p′i. Par ailleurs, ϕ˜(C
′
i) = C
′
i+1 et ϕ˜(p
′
i) = p
′
i+1 pour i = 0, ... , k − 1,
ainsi que ϕ˜(p′k) = p
′
0. La courbe E0 = ϕ˜(C
′
k) est donc d’auto-intersection −1 et
contient q′0. En ce point, l’indice de Camacho-Sad de ∆
′
q0
est e´gal a` −1/2. Lors
de la suite d’e´clatements de´termine´e par ̟, la transforme´e stricte de ∆q0 est
e´clate´e exactement une fois, car sinon l’indice de Camacho-Sad serait stricte-
ment infe´rieur a` −1/2. Par ailleurs, nous savons que la composante du diviseur
exceptionnel E0 contenant q0 est d’auto-intersection −1 ; au-dessus de q0 le mor-
phisme ̟ est donc exactement donne´ par l’e´clatement simple de q0. Nous avons
donc prouve´ que si l’on e´clate une fois chacun des points q0, ... , qk, l’application
ϕ se rele`ve en un automorphisme.
Dans le cas ou` νi = 0, le meˆme raisonnement montre que l’application ϕ est
un automorphisme sans avoir a` e´clater.
Pour conclure, remarquons maintenant que la suite de flips re´alise´e ne de´pend
pas du choix de ϕ : elle de´pend seulement de la nature des indices de Camacho-
Sad aux points singuliers de F . Nous avons donc montre´ l’existence d’un mode`le
birationnel de F pour lequel Aut(F) est e´gal a` Bir(F). Ceci contredit nos hy-
pothe`ses.
Nous pouvons de´sormais supposer queDF contient une composante irre´ductible
qui est transverse a` la fibration π et qui est contracte´e par un e´le´ment de Bir(F).
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5.5. Conjugaison a` la situation monomiale. Nous sommes dans la situa-
tion suivante : F est un feuilletage re´duit de type Riccati (pour une fibration
e´ventuellement singulie`re) qui posse`de une fibre lisse V invariante par F et con-
tracte´e par un e´le´ment de Bir(F) (lemme 5.3). Nous pouvons en outre supposer
que DF posse`de au moins une courbe W qui est transverse a` la fibration et qui
est contracte´e par un e´le´ment ϕ ∈ Bir(F). Nous ne supposerons pas que cette
application ϕ est alge´briquement stable.
Chaque point d’intersection de V avecW est un point singulier du feuilletage.
Puisqu’une fibre lisse et invariante d’un feuilletage de Riccati posse`de au plus
deux point singuliers, deux cas distincts apparaissent suivant que V ∩ W est
constitue´ de un ou deux points.
Lemme 5.4. La fibre V posse`de deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es d’indice non-
rationnels. De meˆme, la courbe W posse`de exactement deux singularite´s non-
de´ge´ne´re´es d’indice non-rationnels. L’une d’entre elle est situe´e a` l’intersection
avec V .
De´monstration. Soit p un point de V ∩W. Si p est une singularite´ de type selle-
noeud alors W en est la se´paratrice forte car elle est contracte´e par un e´le´ment
ϕ de Bir(F). De meˆme, V est contracte´e par un e´le´ment ϕ′ de Bir(F) et doit
donc eˆtre la se´paratrice forte en ce point. Ceci est impossible. Ces singularite´s
sont donc non-de´ge´ne´re´es. De plus, la somme des indices de Camacho-Sad des
singularite´s sur V est nul, ils ne peuvent donc eˆtre rationnels car F est re´duit.
La formule de Camacho-Sad, applique´e a`W cette fois, montre queW posse`de
au moins deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es d’indice non-rationnels. De telles sin-
gularite´s persistent apre`s e´clatement ou contraction car les indices de Camacho-
Sad sont modifie´s d’une unite´ par e´clatement ou contraction. Ainsi, comme W
est contracte´e par ϕ, le point image ϕ(W ) est de type non-de´ge´ne´re´ d’indice non
rationnel et toutes les composantes exceptionnelles de π−12 (ϕ(W )) posse`dent au
plus deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es d’indice non-rationnels. C’est en partic-
ulier le cas pour la transforme´e stricte de W par π1, donc aussi pour W . Le
lemme est de´montre´.
Il se pourrait queW ait aussi des singularite´s non de´ge´ne´re´es avec des indices
rationnels. Excluons cette e´ventualite´.
Lemme 5.5. La courbe W ne posse`de que deux singularite´s du feuilletage F .
Celles-ci sont toutes les deux non-de´ge´ne´re´es d’indice non-rationnels.
De´monstration. Notons p, q les deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es de W fournies
par le lemme 5.4 et notons W la transforme´e stricte deW par π1. De´composons
π2 en deux suites de contractions π2 = ̟̂ ◦̟, de telle sorte que l’image deW par
̟ soit d’auto-intersection −1. Nous noterons W1 la courbe ̟(W ) ; W1 posse`de
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exactement deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es d’indice non-rationnels que nous
noterons p1, q1.
Regardons l’arbre des composantes exceptionnelles de ̟ se contractant sur
un point deW1 distinct de p1 et q1. Si cet arbre est non-vide, il contient des com-
posantes d’auto-intersection −1. Celles-ci ne peuvent eˆtre a` la fois contracte´es
par π1 et π2. Donc l’image par π1 d’une telle courbe est une courbe ne posse`dant
par construction que des singularite´s de F d’indices rationnels non nuls. Une
telle courbe sera note´e Ĉ, et C de´signera son image par π1.
Si C n’est pas incluse dans une fibre de π, elle intersecte V et posse`de donc
une singularite´ non-de´ge´ne´re´e d’indice non-rationnel. Ceci est impossible et C
est donc incluse dans une fibre. Si son auto-intersection est ne´gative, elle est e´gale
a` −1 et π1 induit un isomorphisme de Ĉ sur C. En particulier, nous pouvons
contracter C sur un point en conservant un feuilletage F re´duit ce qui contredit
les hypothe`se faites.
Nous pouvons donc supposer que l’auto-intersection de C est positive ou nul-
le ; il s’agit donc d’une fibre lisse de π d’auto-intersection nulle. Elle intersecte
W et leur point d’intersection est une singularite´ re´duite d’indice rationnel non
nul. Le lemme 5.1 montre l’existence d’une singularite´ d’indice rationnel positif
sur C. Ceci contredit le caracte`re re´duit de F .
Nous avons donc montre´ que W ne posse`de que deux singularite´s, non-
de´ge´ne´re´es ; ces deux singularite´s sont projete´es par π1 sur les deux singularite´s
d’indices non rationnels de W, et aucune autre singularite´ n’est cre´e´e par con-
traction.
Dore´navant, nous distinguerons deux cas suivant que V ∩W posse`de un ou
deux points. Ces deux cas apparaissent respectivement dans les exemples 1.3-a
et 1.3-b.
• Les deux courbes V et W s’intersectent en un unique point p.
En ge´ne´ral, l’auto-intersection deW n’est pas nulle, mais nous allons montrer
que, quitte a` faire des transformations birationnelles pre´servant la fibration, il
est possible de se ramener a` la situation [V ]2 = [W ]2 = 0.
Par le lemme 5.4, le feuilletage F posse`de deux singularite´s non-de´ge´ne´re´es
d’indice non-rationnels sur V, soient p := V ∩W et q. Fixons un petit disque ∆
situe´ autour de l’image de V par la projection π. Notons (z, w) les coordonne´es de
π−1(∆) (identifie´ a` ∆×P1) ; F est localement donne´ par la 1-forme holomorphe
λw dz − z dw pour un nombre complexe irrationnel λ convenable, les indices
de Camacho-Sad en les deux singularite´s valent respectivement λ et −λ, la
fibration π est donne´e par π(z, w) = z et V co¨ıncide avec la fibre {z = 0} (voir
par exemple [7] p.56).
Si [W ]2 est strictement positif, nous pouvons re´duire l’auto-intersection de
W d’une unite´ en re´alisant un flip en p (en e´clatant p puis en contractant la
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transforme´e stricte de V ). Si [W ]2 est strictement ne´gatif, la meˆme ope´ration
peut-eˆtre re´alise´e au point q afin d’augmenter [W ]2 d’une unite´. Dans les deux
cas, le nouveau feuilletage est donne´ par la forme (λ + ε)w dz − z dw, ou` ε
est le signe de [W ]2, et posse`de encore deux singularite´s le long de la fibre
{z = 0}. Celles-ci ont des indices non-rationnels et sont donc ne´cessairement
re´duites. Nous pouvons donc ite´rer ce proce´de´ et, apre`s une succession finie de
flips, l’auto-intersection de W nulle.
La courbe W induit alors une fibration rationnelle π′. Le lemme 5.5 et la
formule (2.4) montrent alors que [TF ] · [W ] = 2 − 2 = 0. Le feuilletage F est
donc e´galement un feuilletage de Riccati vis-a`-vis de la fibration π′. Puisque
[V ] · [W ] = 1, l’application X → P1 × P1 donne´e par Ψ(x) := (π(x), π′(x)) est
un morphisme birationnel. Notons G le feuilletage image de F par Ψ.
Comme le feuilletage F posse`de au plus deux singularite´s le long de W (resp.
W ), la fibration π (resp. π′) posse`de au plus une fibre totalement invariante
distincte de V (resp.W ). Nous pouvons toujours supposer que Ψ(V ) = {z = 0},
Ψ(W ) = {w = 0} et que les fibres totalement invariantes (si elles existent) sont
envoye´es sur {z = ∞} et {w = ∞}. Il se pourrait qu’une fibre de π′ (resp.
π), comporte une composante F-invariante C qui ne coupe pas V (resp. W ).
Dans ce cas, C est ne´cessairement contenue dans une fibre de π (resp. π′). En
particulier, Ψ(C) est re´duit a` un point.
Dans le comple´mentaire de {z = ∞} ∪ {w = ∞} i.e. C2, le feuilletage G est
donc transverse a` toutes les courbes z = c et w = c de`s que c 6= 0. De plus {zw =
0} est G-invariant. Le feuilletage G est de´fini par une 1-forme ω = p1(z, w) dz+
p2(z, w) dw ou` p1, p2 sont des polynoˆmes en z, w. Comme {z = 0} est invariant,
z divise p2. Par ailleurs pour c non nul, la courbe {z = c} est transverse a` G
donc p2(c, w) ne s’annule pas dans C. Il s’ensuit que ω = w dz + αz dw pour
un certain nombre complexe non nul α. La discussion de la section 5.1 permet
alors de conclure.
• Les deux courbes V et W s’intersectent en deux points disjoints.
Par le lemme 5.5, les singularite´s de F sur W sont incluses dans V ∩ W.
Nous noterons p0 et p∞ ces deux singularite´s. Calculons [W ]
2 en appliquant la
formule de Camacho-Sad. D’apre`s le lemme 5.4, les deux singularite´s sur V sont
non-de´ge´ne´re´es, donc
[W ]2 = CS(p0,W ) +CS(p∞,W ) (5.9)
= CS(p0, V )
−1 +CS(p∞, V )
−1 (5.10)
= [V ]2 ·CS(p0, V )−1 ·CS(p∞, V )−1 (5.11)
= 0 . (5.12)
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Notons comme pre´ce´demment π′ la fibration rationnelle associe´e a` W pour
laquelle F est aussi de type Riccati. Nous allons maintenant construire un
reveˆtement double Y de X qui rame`ne la situation au cas pre´ce´dent. Pour
cela, conside´rons la sous-varie´te´ (singulie`re) Y ⊂ X ×W de´finie par l’e´quation
π(p) = π(q) si (p, q) ∈ X ×W . Comme [V ] · [W ] = 2, la projection naturelle
̟ : Y → X est un reveˆtement double ramifie´. Par ailleurs,
̟−1(V ) = V × {p0} ∪ V × {p∞} (5.13)
est l’union de deux courbes rationnelles lisses disjointes et d’auto-intersection
nulle.
Pour comprendre ̟−1(W ) il nous faut e´tudier les singularite´s de Y . Pour
tout point m de X, notons σ(m) le point d’intersection des fibres de π et π′
passant par m et distinct de m. L’involution σ est de´finie hors des composantes
communes aux deux fibrations1 ; en particulier elle est de´finie au voisinage de
V ∪W . Au niveau de V ∩W, σ permute p0 et p∞.
En un point m de W distinct de p0 et p∞, le feuilletage F est lisse et W est
la feuille de F passant par ce point. La fibre Vm de π passant par m intersecte
W en un ou deux points. Supposons qu’elle soit tangente a` l’ordre 2 a` W en
m. Le feuilletage F posse`derait alors une feuille (en l’occurence W ) tangente a`
l’ordre deux a` Vm. Ceci est impossible car F est un feuilletage de Riccati pour
la fibration π. Ainsi, toutes les fibres de π intersectent transversalement W et
donc aussi toutes les fibres de π′ qui sont proches de W 2. Nous noterons Wε,
avec ε≪ 1, ces fibres proches deW. Conside´rons maintenant Ŷ la de´singularise´e
minimale3 de Y . L’application naturelle ̟̂ : Ŷ → X induit un reveˆtement double
au voisinage de V ∪W . La pre´image du cycle V ∪W est une union de quatre
courbes rationnelles lisses d’auto-intersection nulles, ce sont les transforme´es
strictes des varie´te´s de Y
̟−1(V ) = V × {p0} ∪ V × {p∞} ; (5.14)
̟−1(W ) = {(p, p), p ∈W} ∪ {(p, σ(p)), p ∈W} . (5.15)
Une composante de l’une de ces deux varie´te´s intersecte toute composante de
l’autre en un unique point ((p0, p∞), (p∞, p∞), (p∞, p0) ou (p0, p0)). La surface
Ŷ est donc isomorphe a` P1 × P1 e´clate´. L’involution ρ de Ŷ permutant les deux
feuillets de ̟̂ pre´serve le cycle ̟̂−1(V ∪W ) et permute les deux composantes
de ̟̂−1(V ) et ̟̂−1(W ) respectivement. Si l’on envoie ̟̂−1(V ) sur z = 0,∞ et̟̂−1(V ) sur w = 0,∞, l’involution ρ s’e´crit alors ρ(z, w) = (1/z, 1/w) quitte
a` conjuguer par un automorphisme line´aire. On a donc montre´ que X e´tait la
de´singularise´e du quotient de P1 × P1 par (z, w)→ (1/z, 1/w).
1on peut montrer que σ est de´fini partout
2en particulier, pi posse`de des fibres singulie`res
3on peut montrer que Ŷ est la normalise´e de Y
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Le feuilletage G de P1 × P1 qui est conjugue´ a` F est, comme pre´ce´demment,
de´fini par une 1-forme z dw + αw dz. Puisque F n’est pqs une fibration ra-
tionnelle, G non plus. Tout e´le´ment ϕ dans Bir(F) se le rele`ve en un e´le´ment ψ
de Bir(G) tel que ̟̂ ◦ψ = ϕ◦ ̟̂ . Ainsi, Bir(G) est infini et la discussion du para-
graphe 5.1 montre que Bir(G) contient une application monomiale dont la crois-
sance des degre´s est exponentielle. Celle-ci passe au quotient et Bir(F)\Aut(F)
contient un e´le´ment d’ordre infini de croissance des degre´s exponentielle aussi.
Ceci termine la preuve du the´ore`me 1.2 .
6. Autres approches
La preuve que nous avons donne´e du the´ore`me 1.2 et de son corollaire 1.3
s’appuie essentiellement sur les proprie´te´s du feuilletage F et n’utilise pas la
classification de McQuillan des feuilletages de dimension de Kodaira nulle. Deux
autres approches conduisent e´galement au corollaire 1.3.
Soit ϕ une application birationnelle qui pre´serve un feuilletage F , qui n’est
pas birationnellement conjugue´e a` un automorphisme et dont la croissance des
degre´s est exponentielle.
6.1. En utilisant les re´sultats de McQuillan. Comme pour la de´monstration
du the´ore`me 3.1, il est possible d’e´tablir que la dimension de Kodaira kod(F)
est nulle. Le point-cle´ consiste a` de´montrer que ϕ pre´serve la partie positive du
fibre´ canonique du feuilletage. Nour remercions vivement M. Brunella de nous
avoir communique´ l’argument suivant. Factorisons ϕ en la composition d’une
suite d’e´clatements et d’une suite de contractions, ϕ = π2 ◦ π−11 . Puisque F ne
peut eˆtre une fibration rationnelle, le the´ore`me de Miyaoka permet de supposer
que T ∗F est nume´riquement effectif. E´crivons alors la de´composition de Zariski
des fibre´s canoniques de F et G = π∗1F = π∗2F :
[T ∗F ] = [P ] + [N ] et [T
∗
G ] = [P ] + [N ], (6.1)
ou` [P ] et [P ] sont des classes nef. Puisque T ∗G = π
∗
1T
∗
F +D ou` D est un diviseur
contractible, nous en de´duisons l’e´galite´ P = π∗1P = π
∗
2P . Ceci garantit ϕ
∗P = P
puis P = 0 car la croissance des degre´s de ϕ est exponentielle et [P ] est une classe
nef. Nous avons donc e´tabli l’e´galite´ kod (F) = 0 (il s’agit ici de la dimension
de Kodaira nume´rique ; dans le cas pre´sent, elle co¨ıncide avec la dimension de
Kodaira de´finie dans l’introduction).
Nous pouvons donc relever la situation sur un reveˆtement fini g : Y → X pour
lequel g∗F est engendre´ par un champ de vecteurs. L’application ϕ se rele`ve en
une application birationnelle ψ : Y 	 dont la croissance des degre´s doit eˆtre
exponentielle et qui n’est pas birationnellement conjugue´e a` un automorphisme.
Il s’ensuit que Y est une surface rationnelle et il est alors aise´ de conclure que
la situation est conjugue´e a` celle de l’exemple 1.3.
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6.2. Approche dynamique. Cette fois-ci nous privile´gions l’e´tude de l’appli-
cation ϕ et montrons que son ensemble critique C(ϕ) est de meˆme nature que
celui d’une application monomiale (quatre courbes rationnelles lisses d’auto-
intersection nulles dont le graphe dual est un carre´), ou de son quotient par
l’involution (1/z, 1/w) (deux courbes rationnelles lisses d’auto-intersection nulles
s’intersectant transversalement en deux points distincts).
Pour cela, il est possible de montrer que C(ϕ) est totalement invariant par ϕ,
puis d’e´tablir que C(ϕ) contient un unique cycle de courbes rationnelles et, enfin,
qu’il est en fait re´duit a` un cycle. Une e´tude fine des singularite´s du feuilletage
situe´es sur le cycle montre alors que C(ϕ) posse`de deux ou quatre courbes. Les
arguments de la section 5.5 montrent ensuite que la situation est conjugue´e a`
celle de l’exemple 1.3.
7. Quelques corollaires
7.1. Dimension de Kodaira. Le re´sultat principal de [28] apparaˆıt comme
corollaire des the´ore`mes principaux obtenus ici. La preuve de Pereira et Sanchez
est une preuve directe qui utilise les premiers pas de la classification de McQuil-
lan des feuilletages.
Corollaire 7.1. ([6], [28]) Supposons que F soit un feuilletage re´duit dont la di-
mension de Kodaira est e´gale a` 2. Les deux groupes Aut(F) et Bir(F) co¨ıncident
et sont d’ordre finis.
Notons que la dimension de Kodaira du fibre´ cotangent d’un feuilletage ge´-
ne´rique de degre´ plus grand que 2 dans P2 est e´gale a` 2.
De´monstration. Si Aut(F) et Bir(F) ne co¨ıncident pas, le feuilletage F est de
type Riccati (voir [6] ou le lemme 5.3). Dans ce cas, la dimension de Kodaira de
T ∗F est au plus e´gale a` 1 (voir [7]). Si Aut(F) est infini, le the´ore`me 1.1 montre
que F est donne´ par un champ de vecteurs, et alors kod(T ∗F ) = 0, ou qu’il est
donne´ par une fibration elliptique ou rationnelle, et alors kod(T ∗F ) ∈ {−∞, 0, 1}
ou, enfin, que F est un feuilletage de Riccati ou un feuilletage turbulent, et alors
kod(T ∗F ) ∈ {−∞, 0, 1}.
Corollaire 7.2. Supposons que F soit de´fini sur une surface rationnelle X et
que Bir(F) soit infini. Alors, si F n’est pas une fibration rationnelle, sa dimen-
sion de Kodaira est nulle.
De´monstration. Sous ces hypothe`ses, soit la situation est conjugue´e a` celle des
exemples 1.1 ou 1.3 pour lesquels il est facile de voir que kod(F) = 0, soit F est
invariant par un champ de vecteurs. Comme X est rationnelle, nous pouvons
nous ramener au cas (v) de la proposition 3.8. Le feuilletage est donc aussi induit
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par un champ de vecteurs holomorphe. Il s’ensuit que la dimension de Kodaira
de F est nulle.
Remarque 7.1. Soit B une courbe de genre supe´rieur ou e´gal a` deux et E une
courbe elliptique. Fixons α et β des 1-formes holomorphes non-nulles respective-
ment sur B et sur E ; notons de meˆme leur releve´ sur la surface produit B×E.
La dimension de Kodaira du feuilletage engendre´ par la forme α+ β sur B ×E
est e´gale a` 1 et le feuilletage est invariant par tout champ de vecteurs paralle`le
a` la fibration elliptique.
7.2. Dynamique pseudo-Anosov. Le corollaire suivant montre que les trans-
formations rationnelles qui ont une entropie positive (il faut pour cela une crois-
sance exponentielle des degre´s) et qui pre´servent un feuilletage holomorphe sont
line´arisables sur un ouvert de Zariski, pre´servent en fait deux feuilletages holo-
morphes et de´veloppent une dynamique de type Anosov ou pseudo-Anosov.
Corollaire 7.3. Soit ϕ une application birationnelle dont la croissance des
degre´s est exponentielle. Si ϕ pre´serve un feuilletage, elle pre´serve deux feuil-
letages. Quitte a` faire un reve`tement ramifie´, ϕ est un automorphisme Anosov
d’un tore complexe de dimension 2 ou une application monomiale de P1 × P1.
De´monstration. Il s’agit des exemples 1.1 ou 1.3.
7.3. Inte´grabilite´. Concluons cette section d’applications en soulignant les
liens e´troits qui existent entre la classification obtenue et les proprie´te´s d’inte´gra-
bilite´ des feuilletages. Nous remercions vivement J.V. Pereira pour ses explica-
tions concernant les proprie´te´s d’inte´grabilite´ des feuilletages. La de´monstration
du corollaire 7.4 propose´e ci-dessous lui est entie`rement duˆe.
Corollaire 7.4. Soit F un feuilletage d’une surface rationnelle posse´dant une
infinite´ de syme´tries birationnelles. Alors F posse`de une inte´grale premie`re Li-
ouvillienne.
Une inte´grale premie`re rationnelle du feuilletage est une fonction rationnelle
h telle que la 1-forme dh de´finisse le feuilletage. En d’autres termes, F admet
une inte´grale premie`re rationnelle si et seulement si il de´finit une fibration. Nous
renvoyons le lecteur a` [30] pour les rudiments de la the´orie des corps diffe´rentiels
ne´cessaires a` la de´finition pre´cise des fonctions Liouvilliennes. Nous nous con-
tenterons du crite`re d’inte´grabilite´ de Singer ([30]) : un feuilletage alge´brique F
de C2 posse`de une inte´grale premie`re Liouvillienne si, et seulement s’il est de´fini
par une 1-forme rationnelle ω telle que dω = η ∧ω pour une 1-forme rationnelle
η ferme´e.
Remarque 7.2. Le crite`re de Singer signifie que le feuilletage est transversale-
ment affine (sur un ouvert de Zariski). Dans [16], Ghys montre que les feuilletages
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stables et instables d’un diffe´omorphisme holomorphe Anosov (sur une surface
complexe compacte) sont transversalement affines. Ceci sugge`re une autre ap-
proche pour obtenir une partie des re´sultats pre´sente´s dans cet article ; le lecteur
notera cependant que nous n’avons fait aucune hypothe`se sur la dynamique des
syme´tries birationnelles (a priori, les syme´tries sont loin d’eˆtre Anosov).
De´monstration du corollaire 7.4. Supposons que le groupe Bir (F) soit infini. Si
le feuilletage F est une fibration rationnelle ou elliptique, il admet une inte´grale
premie`re rationnelle. Sinon il existe un reveˆtement ramifie´ π par P1×P1 ou par
un tore T tel que F se rele`ve en un feuilletage de´fini par une 1-forme holomorphe
ferme´e line´aire :
ω0 = z
−1 dz + λw−1 dw dans P1 × P1 ou ω0 = dz + λdw dans T, (7.1)
avec λ ∈ C∗.
Choisissons une 1-forme rationnelle ω de´finissant F . La forme π∗ω de´finit le
meˆme feuilletage que ω0 et nous pouvons donc trouver une fonction rationnelle
h telle que h · π∗ω = ω0. En diffe´rentiant cette e´galite´ nous obtenons dπ∗ω =
h−1 ·dh∧π∗ω. Soit α := h−1 ·dh. Le reveˆtement de T ou P1×P1 sur P1×P1 induit
une extension finie du corps des fonctions rationnelles de P1 × P1. Notons que,
dans notre cas, cette extension est galoisienne par construction. Nous pouvons
de´finir π∗α comme la moyenne de toutes les images de α sous l’action du groupe
de Galois de cette extension. En d’autres termes
π∗α(x) :=
1
d
∑
y∈pi−1(x)
(π−1y )
∗α(y) (7.2)
ou` π−1y de´signe la section de π envoyant x sur y et d est le degre´ du reveˆtement.
Ceci de´finit une 1-forme rationnelle ferme´e η de P1×P1 pour laquelle dω = η∧ω.
Ainsi, F admet une inte´grale premie`re Liouvillienne.
Appendix A. Automorphisme de surfaces rationnelles pre´servant
un feuilletage.
Il s’agit de montrer la version pre´cise suivante du corollaire 3.3.
Corollaire A.1. Soit T un tore complexe de dimension 2, muni d’un automor-
phisme ϕ Anosov et d’un groupe fini d’automorphismes G tel que ϕ◦G = G◦ϕ.
Alors T/G est un tore, une surface de Kummer, ou l’une des surfaces ra-
tionnelles suivantes :
1. La surface T/G est isomorphe au quotient de (C/Z[i])2 par le groupe
d’ordre 4 engendre´ par l’homothe´tie de rapport
√−1 et ϕ est induit par
l’action line´aire d’un e´le´ment de SL(2,Z[i]) sur C2.
2. La surface T/G est isomorphe au quotient de (C/Z[j])2 par le groupe
d’ordre 3 (resp. 6) engendre´ par l’homothe´tie de rapport j (resp. j2), et
ϕ est induit par l’action line´aire d’un e´le´ment de SL(2,Z[j]).
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De´monstration. Nous allons de´composer la preuve en quatre e´tapes. Dans toute
la suite, Γ est un re´seau de C2, T est le tore C2/Γ et M est une transformation
C-line´aire de C2 qui est d’ordre fini m et pre´serve Γ.
• M est d’ordre 2, 3, 4 ou 6. En oubliant la structure complexe sur C2, nous
pouvons supposer que Γ est le re´seau canonique Z4 et que M correspond a` un
isomorphisme d’ordre fini N ∈ GL(4,Z). Les valeurs propres de N (donc de M)
sont donc toutes des racines de l’unite´ dont le polynoˆme minimal sur Z est de
degre´ au plus 4. Ainsi, en notant φ la fonction d’Euler,
φ(m) ∈ {1, 2, 3, 4}. (A.1)
Lorsque φ(m) vaut 1, M est l’identite´ ; puisque φ ne prend jamais la valeur 3,
nous obtenons φ(m) = 2 ou 4.
Puisque M est d’ordre fini, nous pouvons la diagonaliser ; nous noterons ξ1
et ξ2 les deux valeurs propres : il s’agit de deux racines de l’unite´ d’ordre m.
Comme ξ−1i = ξi, on a M +M
−1 = 2 Re (M). Si φ(m) est e´gal a` 4, m vaut 5,
8, 10, ou 12, et l’on constate sans peine que Re (ξ1) et Re (ξ2) sont des nombres
re´els irrationnels e´gaux ou oppose´s. Il s’ensuit que le groupe H engendre´ par les
matrices
∑m−1
0 aiM
i pour ai ∈ Z n’est pas discret et adhe`re a` la matrice nulle.
Ceci contredit le fait que H pre´serve le re´seau Γ. Nous avons donc montre´ que
φ(m) est e´gal a` 2, ce qui assure que l’ordre de M est e´gal a` 2, 3, 4 ou 6.
• M est une homothe´tie. Supposons maintenant que M commute avec un
automorphisme Anosov ϕ de T. SiM n’est pas une homothe´tie, elle admet deux
vecteurs propres distincts v1 et v2, de valeurs propres ξ1 et ξ2, qui induisent
deux plans re´els M -invariants dans R4. Comme pre´ce´demment, M induit une
matrice N pre´servant le re´seau canonique Z4. Les deux plans invariants sont
de´finis par ker[(N − ξi Id )(N − ξi Id )]. Puisque M est d’ordre 2, 3, 4 ou 6, ξi ∈
{±1,±i,±j,±j2}, et Q[ξi] ∩ R = Q. Il s’ensuit que les plans invariants sont
de´finis sur Q et que Γ les intersecte.
Comme ϕ commute a` M , il pre´serve aussi ces plans. Mais ϕ est Anosov et
doit donc contracter strictement l’un de ces plans. Il ne peut donc pre´server
Γ, ce qui conduit a` une contradiction. Nous avons donc montre´ que M est une
homothe´tie.
• Le re´seau Γ. Nous pouvons de´sormais supposer que M est une homothe´tie
de rapport ξ, avec ξ = i, j ou −j. Fixons un e´le´ment α dans le re´seau Γ dont la
norme euclidienne est minimale. Au sein de la droite Cα, les vecteurs {Mkα, k ≥
0} engendrent un sous-re´seau du re´seau Γ ∩ Cα. Par minimalite´ de α, ces deux
re´seaux co¨ıncident, en particulier, Γ ∩ Cα est isomorphe a` Z[ξ], c’est-a`-dire a`
Z[i] ou Z[j].
Conside´rons maintenant le C-espace vectoriel C2/Cα muni du re´seau Γ/(Γ ∩
Cα). Comme M pre´serve la droite Cα, elle induit une multiplication complexe
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par ξ = i ou j sur le re´seau Γ/(Γ∩Cα). Il s’ensuit que Γ/(Γ∩Cα) est isomorphe
a` Z[i] ou Z[j] puis que Γ lui-meˆme est isomorphe a` Z[i]2 ou Z[j]2.
• Conclusion. Nous revenons maintenant au proble`me initial. Nous disposons
donc d’un groupe fini d’automorphismes du tore T, note´ G, tel que ϕ◦G = G◦ϕ,
ou` ϕ est un automorphisme de type Anosov. Soit
ρ : G→ GL(2,C)
le morphisme envoyant un e´le´ment de Gsur sa partie line´aire. Notons T (G) le
noyau de ρ, i.e. le sous-groupe distingue´ constitue´ des e´le´ments de G de partie
line´aire triviale. Alors T (G) commute a` ϕ et nous pouvons passer au quotient
par T (G) ; nous obtenons un tore T/T (G) sur lequel ϕ induit a` nouveau un
automorphisme Anosov commutant au groupe fini T/T (G).Ceci permet de sup-
poser que ρ est injectif. Si M appartient a` G, le commutateur [M,ϕ] appartient
a` G et ρ[M,ϕ] = Id , donc M et ϕ commutent.
Prenons un e´lementM deG distinct de l’identite´, donc avec une partie line´aire
non triviale. Puisque M commute a` ϕ, l’automorphisme M et l’automorphisme
ϕ posse`dent un point fixe commun ; nous pouvons donc supposer que M et ϕ
sont line´aires.
Les deux premie`res e´tapes montrent que M est une homothe´tie M = ξ Id
avec ξ = −1, j, i,−j si M est d’ordre 2, 3, 4 ou 6 respectivement. Le groupe
ρ(G) est donc isomorphe a` l’un des quatre sous-groupes monoge`nes
{± Id } ∼= Z/2, (A.2)
{jk Id } ∼= Z/3 ou {(−j)k Id } ∼= Z/6, (A.3)
{ik Id } ∼= Z/4. (A.4)
Choisissons alors comme point base un point fixe commun a` ϕ et a` un e´lement
M dont la partie line´aire engendre ρ(G). Comme ρ est injectif, tous les e´le´ments
de G sont line´aires et G est isomorphe a` ρ(G). Lorsque G est d’ordre 2, la surface
T/G est une surface de Kummer. Lorque G est d’ordre supe´rieur, la troisie`me
e´tape montre que Γ est le re´seau Z[i]2 et G le groupe 〈i Id 〉 (G d’ordre 4), ou
alors Γ = Z[j]2 et G = 〈j Id 〉 (G d’ordre 3), ou alors G = 〈−j Id 〉 (G d’ordre 6).
Ceci termine la preuve.
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